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1 Taylorjeva vrsta

Za razvoj funkcije f v Taylorjevo vrsto v okolici dane tocke a moramo

izrac¢unati vrednosti vseh odvodov funkcije f v tej tocki a. Razvoj funk-

cije f v Taylorjevo vrsto okoli tocke a je
f"(a)

f(a)+f,(a)($—a)+T(m—a)2+...+

f™(a)

n!

(z—a)" +

Za katere z, x € R ta vrsta konvergira in je njena vsota enaka f(z) je
potrebno dodatno raziskati. Taylorjev polinom reda n za funkcijo f(x) v

tocki @ imenujemo naslednji polinom

f"(a)
2!

To(z,a) = f(a) + f'(a)(z — a) + (x—a)+ -+ —2(z—a)"

Graf funkcije f v okolici tocke a aproksimiramo s Taylorjevimi polinomi
reda n v tocki a. Kako dobre so te aproksimacije, moramo zopet dodatno
raziskati. Razlika med f(z) in T, (z,a) je

f(n+1)(c)

(n+1)! (—a)™,

f(@) = To(x,0) =

za neko tocko ¢, kilezimed zina (t. j. x <c<aalia <c < z.) Vsplosnem
je ra¢unanje odvodov tezko in zamudno, v¢asih si lahko pri razvoju funkcije
f v Taylorjevo vrsto pomagamo tako, da funkcijo f zapiSemo kot vsoto ali

produkt funkcij, katerih Taylorjeve vrste ze poznamo.

1. Izracunaj Taylorjeve polinome:
(a) reda 2 funkcije f(x) = 23 — 22 + 2 okoli tocke a = 0,
(b) reda 2 funkcije f(r) = 3 — 2z + 2 okoli tocke a = 1.
(a) Za funkcijo f(z) = 23 — 2z + 2 velja
f'(x) = 32% — 2,
f"(x) = 6x,
Od tod dobimo, f(0) = 2, f(0) = =2, f”(0) = 0, od koder

dobimo
To(x,0) = 2 — 2.
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(b) Za funkcijo f(z) = 23 — 22 + 2 velja
f(z) = 32% — 2,

f"(z) = 6z,
Od tod dobimo, f(1) =1,f(1) =1, (1) = 6, od koder sledi

Ty(z,1) =1+ (z — 1)+ 3(z — 1)
2. Izracunaj Taylorjeve polinome:

reda 2 funkcije f(z) = zIn? z okoli tocke a = 1,

(a (
(b) reda 2 funkcije g(z) =

22 1n? z okoli tocke a = 1,

= re~*" v okolici tocke a = 0,

(z)
(d reda 3 funkcije f(ZL‘) eSine
() =

)
)

(c) reda 4 funkcije f(x
) v okolici tocke a = 0,
)

(e) reda 2 funkcije f(x Jx okoli tocke a = 8.

Resitev:

Zapisimo Taylorjev polinom reda n za funkcijo f(x) v tocki a, to je

To(r.0) = f(a) + @) —a)+ T2 (e

(a) Za funkcijo f(x) = zIn%z velja:

_a>2_~_..._~_7

f'(z) =%z +2Inux,

21 2
f/,($): n1'+§7

Od tod dobimo, f(1) =0, f'(1) =0, (1) = 2, od koder dobimo

2(z —1)?
Ty(z, 1) = (“”’“’2‘) —(z— 12
Taylorjev polinom 75 precej dobro aproksimira funkcijo f v oko-

lici tocke a = 1. Iz skice vidimo, da je aproksimacija dobra za
z|< 3.
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A (0)=(x-1)?

AN

1 2 3
X

f(x)=x (LogIx])*

oL
Za funkcijo g(z) = 22 In? z velja:
gf'(x) =2zIn’z + 221nw,
¢'(x) =2+6Inz +2In’z,

Od tod dobimo, g(1) =0, ¢’(1) =0, ¢"(1) = 2, od koder sledi

=(z—1)>%
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-2L
Opomba: Razli¢éni funkeciji v tockah (a) in (b) imata enak Tay-
lorjev polinom reda 2 okoli tocke a = 1. Na naslednji sliki lahko
primerjamo aproksimacijo dveh razlicnih funkcij, ki imata isti

Taloylorjev polinom T5(x,1).

w
«Q
—~
x
<
o
—~
=
o
Q
Rl
=
N

>r

f(x)=x (Log[x])®

Y

1 2 3
X

oL

(c) Zapisimo sedaj Se Taylorjev polinom reda 4 funkcije f(z) = ze~
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(d) Zapisimo sedaj Se Taylorjev polinom reda 2 funkcije f(z) = e
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v okolici tocke a = 0.
@)= (1—22%)e ",
f(x) = (—6z +42®)e™",
FO(2) = (—6 + 242% — 8$4)6_x2,
W (z) = —4z (15 — 202 + 4x4) e,

f(0) =0, f(0) =1, f7(0) = 0,, f®(0) = =6 in fH(0) =0, od
koder sledi
Tyf(x,0) =z — 2.

sin x

v okolici tocke a = 0.
f'(z) = ™% cos z,
f'(z) = e (cos® z —sinz),
f(0) =1, f(0) =1, f7(0) = 1.

T
Tsf(z,0) =142+ —.

1k

2}

Taylorjev polinom 75 precej dobro aproksimira funkcijo f v oko-

lici tocke a = 0.

(e) Zapisimo sedaj se Taylorjev polinom reda 2 funkcije f(z) = /=

v okolici tocke a = 8.

Resitev:
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Torej f(8) = 2, f'(8) = 45,
reda 2 je

/'(8)
1!

Ty(z,8)) = 2+

(x—8)+

2!
Funkcijo

fz) =

F"(8)

(x—8)2 =2+

1

(x—1)(x—2)

1
E(x—S)

razvij v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = 0 in izracunaj

F99(0).

Nasvet: Uporabi naslednji razvoj okrog tocke a = 0

1

1—=x

=l+az+a+ - +a"+--

Y

ki absolutno konvergira za vse x, za katere velja |z|< 1.

(

x

2

|

Resitev: Razcepimo funkcijo f na parcialne ulomke.
1 1
e s L
kjer velja
N =l+az+a?+- 42"+
(x—=1) 1-=x
in ta vrsta konvergira za vse x, |z|< 1. Nadalje je
St
(x—-2) 25-1 21-3 2 2
__l =z & =
9 92 93 on+1

in ta vrsta konvergira za vse x, |3|< 1. Od tod sledi

1
ST N

in ta vrsta konvergira za vse x, |z|< 1. iz enakosti

flz)=1—-+=x

/'(0)

1

f(x) = f(0) +

2!

LOR

1 1
jra(1-g) e (1-

Taylorjev polinom

144 - 2!

x

2

(z—8)%

>"+...>
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sledi

Torej

(b) Funkcijo
1

razvij v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = 1 in zapisi Taylorjev

polinom reda 2 okrog tocke a = 1 ter doloci f(19)(1).

Nasvet: Uporabi naslednji razvoj okrog tocke a = 0 ﬁ =1+

x+x?+---+ax"+- -, ki absolutno konvergira za vse x, za katere
velja |z|< 1.
Resitev: Taylorjeva vrsta okrog tocke a = 1 vsebuje potence
(x—1)", neN.
1 1 1
f(z) = =

T 1tz 1+l+(z—1) 2+ (z-1)

“2\i7en) -

2 () () o (5
:%—%(x—1)—1—%@—1)2—---+(—1)"2n1+1(:):—1)”+---.

Vrsta konvergira za vse x, za katere velja |fo1]< 1 oziroma, za
vse z € (—1,3).

Zapisimo e Taylorjev polinom reda 2 okrog toke a = 1.

Tow1) = 5 — 1@~ 1) + 4~ 1)
iz enakosti
! " (n)(0)
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sledi (10)
10! ( 1) 211 ’

torej
1

(¢) Funkcijo
1
o) =1y
razvij v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = 0.
Resitev: Uporabimo
I 1
l+z 1—(-x)

= 14+(—2)+(—2)?+(—2)+ -+ (—2)"+ -, |z|< L.

Nadomestimo z z z2 in dobimo

1 1
_ 1t
15 22 1= (—2?) Tt +x T+

ki konvergira, za vse x za ketere velja |22|< 1, slednje pa velja za

vse z, |z|< 1
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2 Diferencialne enacbe prvega reda

1. Pokazi, da druzina funkcij

= R
y(z)=—=, c¢€
zadoséa diferencialni enacbi
1
/ 2
=~ (-1
y=5u -1
2. Dana je diferencialna enacba
1
/ 2
== —1).
v=5W-1)

(a) Poisci splosno resitev.

(b) Poiséi tisto resitev, ki zados¢éa pogoju y(0) = 2.
Resitev:

(a) Lo¢imo spremenljivke

2 dy
(y* = 1)

2d
[ ] o
(y*—1)
11 11
2 _ - fr
/<2y—1 2y+1|> b /dx’

Inly -1 —Injy+ 1| =2+ D,

= dz,

—1

lny 1‘:x—l—D,
y—1 :exeD
y+1 ’
Lil:Ee‘r
y+1 ’

y—1=FEe"(y+1),
1+ Ee”

y=-T2¢  pcRr

1 — Eer’
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(b) V splosni resitvi je potrebno dolo¢iti konstanto E, tako, da bo

izpolnjen pogoj y(0) = 2. Vstavimo pogoj v splosno resitev

B 1+ Fe®

_1+FEe’ 1+E

vO) =10 =15

Od tod dobimo
20l-FE)=1+EF,

1
E=-.
3
Resitev, ki zadosca pogoju y(0) = 2 je
1+ %ez
x) = .
y(z) 1_ %ez
3. Dana je druzina funkcij
y(z) = (z - C)°.

Poici diferencialno enacbo, ki ji zadoSca ta druzina.

Resitev: Iz enakosti y(z) = (z — C)? izrazimo konstanto C'. Odva-

jamo dano enacbo

in dobimo

y'(z) = 3(x - O)?,
nadalje izrazimo konstanto C
1
C=z—ys(z)
in vstavimo v enacbo, ki smo jo dobili z odvajanjem. Torej
! 2 1 2
y'(z) =3(x - O) :3<x—x+y3(m)) )

Diferencialna enacba je
2
3

y = 3y5.

Opomba: Poleg druzine funkcij y(z) = (z — C)%, ki je splosna resitev,

ima diferencialna enacba tudi Se druge resitve, npr. y = 0.
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4. Dana je diferencialna enacba

,  ycosw
YT a2

(a) Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe.

(b) Poisci tisto resitev dane diferencialne enacbe, ki zados¢a pogoju

y(0) = 1.
Resitev:
(@ 2
7dy(1 +y) = cosz dz,
Yy
1 2
/Hy) dy:/coszn dz,
Yy
1
/(y—i—y) dy = /cosx dz,
2
In |y(x)| + (y(;)) = —sinz + C.
(v 2
In|y(0)| + (y(g)) = —sin0+ C,
1
C= 3
(y(z)* 1
In |y(x)| + 5 sma;+2

(a) Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe.
(b) Poisci tisto resitev dane diferencialne enacbe, ki zados¢a pogoju

y(0) = 1.

Resitev:

(a) |
P dy = x dz,
Yy
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kjer smo upostevali, da velja
1
2/ny:/2udu:u2—|—02(lny)2+c,
Y

1
Iny=u, —dy= du.
)
(b) Vstavimo x = 0 in dobimo
(In1)*4C =0,

C=0.
Resitev, ki zadosca pogoju y(0) =1 je

2

(iny(@)* = 7.

6. Model omejene rasti populacije je podan z diferencialno enacbo

dP 8
AP 8 (0 P
dt 100 100

kjer je P(t) stevilo oseb v ¢asu t, kjer ¢ merimo v dnevih.
(a) Poiséi P(t) ob pogoju, P(0) = 10.
(b) Ugotovi v kolikem ¢asu bo populacija P(t) dosegla stevilo 900.

Resitev: Diferencialna enacba za funkcijo P(t) ima loé¢ljive spremen-
ljivke.

(a) Poiskati moramo tisto resitev diferencialne enacbe
P
AP_ S (1Y
dt 100 100

ki zadosca pogoju P(0) = 100. Najprej moramo poiskati splosno
reSitev. Lo¢imo spremelnjivki.

apr 1 8
— (1-—=—P)=—
P ( 100 ) T
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1 8

— 1 AP = — d,

P(1—5P) 100
100 8

S dP = — dt

P (100 — P) 100

100
——— __dP= | — d.
/ P (100 — P) 100

Razcepimo na delne ulomke
100 1 1

P00—P) P " (100=P)

1 1
1o NVap- [ 2o
/(P+ (100—P)> 100

Torej

8
In| P|— In|100 — P|= —t + C,
n|P|—In| = 100t
P 8
1 ANe)
N 100—P' 00" "
P 8y
wo—p - A

P = (100 — P) Aeiot,
P (1+ Aetint) = 100Ae 70",

1+ Aetoot
Torej splosna resitev diferencialne enacbe je

P:

8
100Ae o0’
Pt)= ———— .
1+ Aeioo
Poiskati moramo tisto restiev P(T'), ki zados¢a pogoju P(0) =

100. Torej moramo dolo¢iti konstanto A tako, da bo veljalo

P(0) = 100.
1004et50 1004
P(0) = = .
1+ Aetoo 1+A4
1004 1
10= —= = A=_—,
0=172a 9

Torej resitev, ki zadosca pogoju P(0) = 10 je

8
10900 eTo0t ~ 1000e 00"

= —
1+ Lemot 94 emont

P(t) =
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(b) Pois¢imo ¢as t, da bo veljalo

~1000¢ 105"

P(1) —
9 + e100

= 900.

1000eT06¢ = 8100 + 900e 00,

100e 700! = 8100,
8

= 4 — 181
10p! ~ m8L

100

Linearna diferencialna enacba je diferencialna enacba oblike

Y + f(z)y = d(x).

V primeru, ko je d(z) = 0, diferencialno ena¢bo imenujemo homogena
linearna diferencialna enacba. Splosna resitev nehmongene diferenci-

alne enacbe je oblike

y(y) = yp(z) + yn(z),

kjer je y, ena reSitev nehomogene diferencialne enacbe, y;, pa je splosna

reSitev homogene diferencialne ena¢be. ReSimo jo v dveh korakih:

e Resimo homogeno diferencialno enac¢bo

y' + f(x)y =0,

ki ima lo¢ljive spremenljivke in poiséemo splosno resitev yp(z).
e Pois¢emo partikularno resitev, bodisi z ugibanjem, bodisi z me-
todo variacije konstant. Iskanje resitve s pomocjo variacije kon-
stant pomeni, da iS¢emo resitev nehomogene diferencialne enacbe
v obliki nastavka y(x) = h(z)A(x), kjer je yn(z) = h(x)A splosna
reSitev homogene diferencialne enacbe, ki jo poiséemo na prvem

koraku.

7. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe

y/ + 3:U2y = 62°.
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Resitev: Dana diferencialna enacba je linearna. Najprej reSimo ho-

mogeni del.
Y + 3%y =0,
y = —3z%y,
/
¥ _ —3m2,
Yy

Diferencialno enaébo resujemo dalje pri pogoju y # 0.

Iny| = —2* + C,

[yl=e "¢
Y= ie*a’geo,
.3
y=Ae™",
kjer je
A=+,

hkrati pa je tudi konstantna funkcija y = 0 reSitev homogene diferen-

cialne enacbe, tako velja
A=+ ali A=0,

kar je ekvivalentno
AcR.

Dobili smo splosno resitev homogene diferencialne enacbe, yp,(z) =
Ae™", Splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe je y(x) =
Yp(z) + yn(z), kjer je y, ena resitev nehomogene diferencialne enacbe.
Resitev y, imenujemo partikularna resitev. Poi¢imo Se partikularno

reSitev nehomogene diferencialne enacbe.
1. nacin: Partikularno resitev uganemo: y, = 2 je resitev. SploSna
resitev je

y=2+ Ae™",

2. nacin: Partikularno resitev pois¢emo z variacijo konstant: ReSitev

Yy = yp iS€emo v obliki nastavka
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Vstavimo v diferencialno enac¢bo in dobimo

3

Al(z)e™ = 622,
Al(x) = 6a2e™,
A(z) = /6.9326963 dz = 2 + C,

y(x) = A(X)(?E3 = (27;3 +O) e =24+ Ce ™.

Vsaki izbiri realnega stevila C' ustreza ena partikularna resitev. Izbe-
remo lahko npr. C' = 0 in dobimo y, = 2. Splosna resitev nehomogene

diferencialne enacbe torej je

y(z) =2+ Ce ™",

8. Dana je diferencialna enacba
zy' + 2y = 2%

(a) Poisci splosno resitev diferencialne enacbe.
(b) Poisci tisto resitev dane diferencialne enacbe, ki zados¢a pogoju
y(1) =2.

Resitev:

(a) Dana diferencialna enacba je linearna in nehomogena. Resimo

najprej homogeni del:

In|y|= —21n|z|+C,

ly|= Injz| e,

y=Az"? = A

_?,
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To je splosna resitev homogene diferencialne ena¢be. Pois¢imo Se
partikularno resitev nehomogene diferencialne enacbe z variacijo

konstant.

22 3

Vstavimo v diferencialno enac¢bo in dobimo

/
A'(x) — 22,
x
Al(z) = 23,
4
T
A(z) xt 1 22 C

To je splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe.

(b) Da dobimo resitev, ki zados¢éa pogoju y(1) = 2, vstavimo = = 1

in y(1) = 2 v splosno resitev in dolo¢imo konstanto C'.

(2) x2+C
x)=—+—
y xz?
W=1ic
y *4 )
7
C=-.
4
Iskana resitev je
( )_a:2+7 1
YO = Ty

9. Poisci vse krivulje z lastnostjo, da je za vsako njeno tangento konstan-
tna plos¢ina trapeza, omejenega s koordinatnima osema, tangento in

tisto vzporednico z osjo x, ki gre skozi dotikalisce.
Resitev:

Naj bo y = f(x) enacba krivulje, kjer je f odvedljiva funkcija. Naj bo
(xo, f(zo)) poljubna tocka na grafu funkcije f. Enacba tangente na

graf funkcije f v tocki (xq, f(x0)) je

y = yo + f'(z0) (x — w0).
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Oznacimo z n odsek tangente na ordinatni osi, kar pomeni, da tangenta
seka y os v tocki (0,n). Velja n = yo — f'(x¢)zo. Dolzina osnovne
stranice trapeza je enaka n, dolzina njej vzporedne stranice pa je enaka

f(xg), visina trapeza je xg. Plos¢ina trapeza je

zo (n+yo) o
=5 9 ~ 9 (3/0 — f(zo)zo +y0) .

pl
V poljubni tocki (z,y(z)) na grafu funkcije y = y(x) je plo¢ina enaka
konstanti P, to je, velja naslednja enacba

P g (y(a) — /(@) + ) = g (2y(x) — o/ (z)z)

ali krajse zapisano

x
P:§(2y—wy’).

Torej, poiskati moramo splosno reSitev linearne nehomogene diferen-
cialne enacbe
2y — 2%y = 2P.

Resimo najprej homogeni del:

2xy — 3323/ =0,
2ay = 2%y,
2dr  dy
r oy

2In|z|= In|y|+C,

In|z|*= In|y|+C,
yl= e,

yn(z) = Az?, A€R.

To je splosna resitev diferencialne enacbe. Da bi poiskali splosno
reSitev nehomogene diferencialne enacbe nadaljujemo z variacijo kon-

stant. Vpeljemo nastavek

Y (z) = A'(x)z? + 2A(x)z.
Nastavek vstavimo v nehomogeno diferencialno ena¢bo

2y — 2%y = 2P.
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Dobimo op
/ P —
A ($) - .’E4 )

2P

10. Dana je diferencialna enacba

y —2xy = 302"

(a) Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe.

21

(b) Poisci tisto resitev dane diferencialne enacbe, ki zados¢a pogoju

y(0) = 5.

Resitev:

Diferencialna enacba je linearna. ReSimo najprej homogeno diferenci-

alno enacbo.

(a)

y —2xy =0,
/
v_ 2z,
)
In|y|=2* + C,
yn(x) = Ae

Poiséimo Se splosno resitev nehomogene diferencialne enacbe s

pomocjo metode variacije konstant. Uporabimo nastavek

y'(z) = A'(:E)ex2 + 23:A(x)em2.

Vstavimo v diferencialno enacbo in dobimo

A'(z) = 322,
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Az) = / 322 du,

25
yp(z) = x?’ezQ,

y(z) = Ae®” 4 23e?.

y(0) = A =5,

y(x) = 5e” + ate®.

y(0) = A =5,

y(x) = e + ate®.

Oglejmo si Se resevanje Bernoulijeve diferencialne enacbe.

Bernoulijeva diferencialna enacba:

Y+ f(@)y = g(x)y".

Delimo diferencialno enacbo z y”.

Yy fla)y' T = g(a),
in vpeljemo novo spremenljivko

n,/!

v()=y ", V=01 -n)y Y.
V novi spremenljivki je diferencialna enacba linearna

U/

o+ f(@)o = g(o),

11. Poséi splosno resitev diferencialne enacbe
y +y =y’

Resitev:  Dana diferencialna enacba je Bernoulijeva diferencialna

enacba za n = 2. Diferencialno enacbo delimo z y2.

Yy ity =u,



2 DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA 23

Vpeljemo

v = y717 U/ — _y72y/‘

V novi spremenljivki v je diferencialna enacba sledeca linearna dife-

rencialna enacba
—v' +v=ux. (1)

Resimo najprej homogeni del

' +v=0,
d
== de,
v
Injv|=2+C,
v = Ae",
vp(x) = Ae”

je splosna resitev homogene diferencialne enacbe. Splosno resitev ne-
homogene diferencialne enacbe dobimo z variacijo konstant. Vpeljemo
nastavek

v(z) = A(z)e”,

V'(z) = A'(z)e” + A(X)e",
—Al(z)e” — A(X)e” + A(X)e" =z,
—A(z) ==,

e
Al(z) = — /xe_”” dz,
A(z) = — /xe‘“”‘ de=ze " +e "+ C,
v(z) = (e " (z+1)+C) e,
Splosna resitev nehomogene linearne diferencialne enacbe (1)) je
v(z) = (x+1)+ Ce”.
Splosna resitev Bernoulijeve diferencialne enacbe je

y_l(x) =v(x)=z+1+Ce™ ™,
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(x)_;
y x4 14 Ce T’

Integral [ze™® dz smo izracunali z metodo z metodo per partes.

/me_x dz = :E(—e_x)—/(—e_:”) dz+C = —:Ue_x—l—/ e ¥dr=—ze *—e "+D,

u=x e *dr= dv,

du= dz, v=-e

12. Posci splosno resitev diferencialne enacbe

N[

Y +xy = zy2.

Resitev:  Dana diferencialna enacba je Bernoulijeva diferencialna
: . . . 1
enacba za n = % Diferencialno ena¢bo delimo z y2.

Vpeljemo
% ,U/ = _%
Yz, =5Y Y.

V novi spremenljivki v je diferencialna enacba sledeca linearna dife-

1
=3 —

V=Y

rencialna enacba
(2)

2 + xv = .

Resimo najprej homogeni del

20 + xv = 0.
dv 1
= _Z2d
” 23: x,

1
In|v|= —1332 +C,
v= Ae_%xg,
vp(x) = Ae_iﬁ,

je splosna resitev homogene diferencialne enacbe. Splosno resitev ne-
homogene diferencialne enacbe dobimo z variacijo konstant. Vpeljemo

nastavek
1 x2
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Odvajamo
V'(x) = A’(a:)e*%x2 + A(X)e*%"’:2 (—a;)

in vstavimo v nehomogeno diferencialno ena¢bo

#(-2)) 4 atwt

NI

2 (A’(x)e_élle + A(X)e™

in dobimo

Al(z) = Zzei™,
1 1 .
A(aj)zi zer” dx =e1” + D

Splosna resitev nehomogene linearne diferencialne enacbe je
v(x) = A(ac)e*igc2 = (eim2 + D) e"1%" =1+ De" 17",
Splosna resitev Bernoulijeve diferencialne enacbe je
y(x) = v?(z) = (1 + De‘ixz) .

Integral f zei®dx smo izracunali s pomocjo vpeljave nove spremen-
ljivke.
1.2 1.2
/xe4’” dx:2/e“ du = 2e1” + C,

kjer je
1 1
u:Z;UQ, du:ixdx, z dxr = 2 du.

13.
14. Posci splosno resitev diferencialne enacbe
y —ytanz = y4cos:U.

Resitev:  Dana diferencialna enacba je Bernoulijeva diferencialna

enacba za n = 4. Diferencialno enacbo delimo z y*.

y’y*A‘ — tan :z:y*?’ = COoS .

Vpeljemo
— / —4
v=y "=y, v =-38y y.
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V novi spremenljivki v je diferencialna enacba sledeca linearna dife-

rencialna enacba
—§v’ —vtanz = coszx. (3)
Resimo najprej homogeni del

1,
—=v —vta =0.
3v vtanx

1d
- tanx dz,
3 v

dv:3/tan:vd1:+0,
v

Injv|= =3 (—In|cos z|) + C,
In|v|= In|cos z|*+C,
v=Acos’x,
vp(z) = Acos® x

je splodna resitev homogene diferencialne enacbe. Splosno resitev ne-
homogene diferencialne enacbe dobimo z variacijo konstant. Vpeljemo

nastavek

v(x) = A(z) cos® z.

Odvajamo
v (z) = A'(x) cos® & + A(x)3 cos? z (— sin z)

in vstavimo v nehomogeno diferencialno ena¢bo

1L
3

od koder sledi

(A'(z) cos® x + A(x)3 cos® z (—sinz)) — A(z) cos® z tanz = cosz,

1
—gA’(:E) cos®z = cosz,

3
Alz) = —
(@) cos3 z’
3
A(x):—/ 5— dr = —3tanz + E.
cos? x

Splosna resitev nehomogene linearne diferencialne enacbe (3)) je

v(r) = A(z) cos® z = (=3tanz + F) cos® x = —3sinz cos? z+F cos® z.
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Splosna resitev Bernoulijeve diferencialne enacbe je
y3(2) = —3sinzcos® x + E cos® x.

oziroma

y(z) = V/—3sinz cos? z + E cos? .

Vpeljava nove spremenljivke v nekaterih primerih diferenci-

alnih enacb:

e V primeru, ko je diferencialne enacbe oblike

y' = flaz +by),
vpeljemo novo odvisno spremenljivko
v(z) = ar + by(z), V' (z)=a+by ().

Osnovno diferencialno ena¢bo prevedemo na diferencialno ena¢bo

ki ima locljive spremenljivke.

e Diferencialno enac¢bo oblike

y = f(z.y),
kjer velja
f(@,y) = f(kz,ky), teR,
imenujemo homogena diferencialna enacba. Diferencialno enacbo
reSimo z vpeljavo nove spremenljivke
v(z) ===, y(@)=av(x), ¥ (z)=r(@)+2(2),
ki ima locljivi spremenljivki.
15. Dana je diferencialna enacba

y = (z—y)*

S pomocjo vpeljave nove odvisne spremenljivke poisci resitve te dife-

rencialne enacbe.
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16.

Resitev:

Vpeljimo novo odvisno spremenljivko

Diferencialno enacbo prevedemo v diferencialno enacbo

1—1/:1)2,

ki pa je diferencialna enacba z loc¢ljivima spremenljivkama. Lo¢imo

spremenljivke in dobimo

dv
1 — o2

dz,
dv
/1—1}2 = /dm,

kjer integral leve strani izraCunamo s pomoc¢jo razcepa na parcialne

1 1 1 1
/(21—v+21+v) dv /dm,

ulomke,

—In|l —v[+Inll+v] = 2z+e¢
1
In v = 2r+ec,
1—vw
1
In v = 2x+c,
1—vw
1+U — A62x
1—v
Ae?* — 1
Vo= —
1+ Ae2=
e2TA -1

ya) =z —v(r) =2 - 57

Splosna resitev y(x) je torej podana implicitno.
Dana je diferencialna enacba

g =@t y)?
2x2
S pomocjo vpeljave nove odvisne spremenljivke poisci resitve te dife-

rencialne enacbe.



3 DIFERENCIALNE ENACBE VISJEGA REDA 29

Resitev:

Pisimo f(z,y) = (3:;;%)2. Ker velja f(z,y) = (kx, ky), k € R, vpeljemo

novo spremenljivko

v(z) = =2, ylz) =2v(z), ¥ (z)=0v(x)+ 2 ().

Z uvedbo nove spremenljivke se dana diferencialna ena¢ba preoblikuje

v v diferencialno enacbo

, (z+v)?
vt+av = o2
, 1+ v?
v =
2
2dv _ d=m
1+v2 oz
2arctanv = In|z|+C
1 C
arctanv(z) = n|x2]+

tan (arctanv(z)) = tan <ln|xZ\—|—C)

<ln|x|+C’>
v = tan T

y(x) = xtan <h1\372|+0)

3 Diferencialne enacbe visjega reda

Diferencialne enacbe reda n reda lahko podamo v obliki

F(mﬂ y? y,’ y”? ctty y(n)) = O'

3.1 Znizanje reda diferencialne enacbe

e Ce v diferencialni enacbi ne nastopa odvisna spremenljivka y, in je

spremenljivko u(z) = y*)(z) in diferencialno enacbo prevedemo
v diferencialno enacbo reda (n — k) za funkcijo u = u(z). Torej

diferencialna enacba

F(z,y®), y*HD oy =0
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se spremeni v diferencialno ena¢bo
F(x,u,u, ... ,u("fk)) =0.

e Ce v diferencialni enacbi ne nastopa neodvisna spremenljivka
x, uvedemo spremenljivko p(y(z)) = v'(x). S pomocjo te sub-
stitucije prevedemo diferencialno enacbo v diferencialno enac¢bo

nizjega reda za funkcijo p = p(y).

17. Dana je diferencialna encba

V= VT WP

S pomocjo znizanja reda diferencialne enacbe poisci splosno resitev
diferencialne enacbe.

Resitev: Odvisna spremenljivka y v diferencialni enac¢bi ne nastopa,

zato vpeljemo novo odvisno spremenljivko

o' (x) = y"(z). V novih spremenljivkah ima diferencialna enacba obliko
w = 1—u?,

oziroma

ﬁ:\/l—uz.

dz
Loc¢imo spremenljivki in dobimo

du
vV1—u?

arcsinu = x + C,

= dz,

arcsiny’(z) = 2 + C,
sin (arcsiny/(z)) = sin (z 4 C),
() = sin (z + C),
/y'(w) dr = /sin (x4 C) dz,
y(x) = —cos(x + C) + D.

To je splosna resitev.
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18.

19.

Dana je diferencialna encba
!
Yy =x+1.
S pomocjo znizanja reda diferencialne enac¢be pois¢i splosno resitev
diferencialne enacbe.

Resitev: Odvisna spremenljivka y v diferencialni ena¢bi ne nastopa,

zato vpeljemo novo odvisno spremenljivko

u(z) =y (x),

v (z) = y"(x). V novih spremenljivkah ima diferencialna enacba
sledeco obliko
u=z+1.

Loc¢imo spremenljivki

du = (x +1) dx,

/du—/ (o +1)

- C.
5 +x—i—

Upostevajmo Se u(x) = y/(z), in resimo Se diferencialno enac¢bo
2
x
y =% +z+C,
2
23 2

x
-z, D.
y(x) 6+2+Cx+

To je splosna resitev.

Dana je diferencialna enacba

v =) y#o0.

Znizaj red diferencialne enac¢be in poiséi splosno resitev.
Resitev: V diferencialni enacbi ne nastopa neodvisna spremenljivka

x, zato vpeljemo p(y(x)) = v/ (x), ali krajse p = y/.

S Wy
’ dz dy dz ’
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Vstavimo v diferencialno ena¢bo in dobimo novo diferencialno ena¢bo

za funkcijo p = p(y).
2

y(pp') = p°,
ypp' —p® =0,
p(yp’ —p) =0.

Produkt v enachi je enak ni¢, ¢e velja ena od naslednjih moznosti:

(a) Velja p = 0, oziroma 3y’ = p = 0. Od tod sledi, da je y enaka
konstanti funkciji.
(b) Velja
yp' —p =0,
kar pa je diferencialna enacba z locljivimi spremenljivkami za
neznano funkcijo p = p(y). Locimo spremenljivki in dobimo

/

b _
— =Y,
p
k. . /o & .
jer je p’ = -3, in

d

e dy,
p
d

2o

p

Injp|=y + C,
p = Ay,
y = Ay,
dy

7 _ A
d:Ij‘ y?

d

Y — Ada,
Y

In|y|= Az + B,

|y‘: eAac—i—B _ eAaceB.

y = De??.
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3.2 Linearne diferencialne enac¢be s konstantnimi koefi-
cienti

20. Poisci splosno reSitev diferencialne enacbe
y//_y/_6y:O.
Resitev: Vpeljemo nastavek

y(z) =e

Vstavimo nastavek v diferencialno ena¢bo in dobimo, da mora A zadoscati

naslednji karakteristiéni kvadratni enacbi
N+A-6=0,
(A+2)(A=3)=0.
Nicli sta Ay = 2 in Ao = 3. Splosna resitev je

y(z) = Cre™ 2% + Cye®.

21. Poisci splosno resitev diferencialne enacbe
4y" + 12y + 9y = 0.

Resitev: Resujemo z nastavkom y(x) = e**. Karakteristi¢na kvadra-
tna enacba je
AN* + 1204+ 9 =0,

(2A+3)2 =0,
y(x) = Che™ 2% 4 Coze 3.
22. Poisci splosno resitev diferencialne enacbe

y" — 6y’ + 13y = 0.

Resitev: Resujemo z nastavkom y(z) = e*. Karakteristicna kvadra-
tna enacba je
A —6A+13=0.



3 DIFERENCIALNE ENACBE VISJEGA REDA 34

Izracunajmo diskriminanto
D =36 — 52 = —16,

torej imamo dve konjugirano kompleksni ni¢li

Splosna resitev ima obliko

y(x) = C1e3 cos 2x + ce3¥ sin 2.

23. Dana je diferencialna enacba
y,/+y/_6y:O.

(a) Poisci splosno resitev.

(b) Poisci tisto resitev, ki zados¢a pogojema y(0) =1, y/(0) = 0.
Resitev:

(a) Vpeljemo nastavek
yla) =e

Vstavimo nastavek v diferencialno enac¢bo in dobimo, da je A

reSitev naslednje kvadratne karakteristi¢ne enacbe
MN4+A—6=0,

(A—2) (A +3)=0.

Resitvi enacbe sta A — 1 =2 in A = —3,. Splosna resitev je
y(x) = C1e*® 4 Che 32,
(b) Upostevajmo pogoj y(0) = 1 in dobimo
1 =5(0) = C1e® + Cae® = C; + O,
Upostevajmo Se pogoj y'(0) = 0.
Y (z) = 2C1€*® — 3Che ™37,

0= y’(O) = 2C1 — 302.
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RazreSimo sistem enacb in dobimo

Resitev, ki zadosSca obema pogojema je

2
y(x) = ge% + 5673?

24. Dana je diferencialna enacba
y' +2y +y=0.

(a) Poisci splosno resitev.

(b) Poisci tisto resitev, ki zadoséa pogojema y(0) =1, y(1) = 3.
Resitev:

(a) Resujemo z nastavkom y(z) = e . Karakteristicna kvadratna

enachba je
M 2x+1=0,
(A+1)2=0.
Enacba ima eno dvojno resitev A = —1.

y(x) = Cre™* + Coze™ ™.

(b) Ob upostevanju pogoja y(0) = 1 sledi C; = 1. Ob upostevanju
pogoja y(1) = 3, sledi 3 = Cre™! + Cae™ !, torej

Cy =3e— 1.
Iskana resitev je
y(lx) =e "+ (3e — 1) ze ".
25. Dana je diferencialna enacba
' +y=0.

(a) Poisci splosno resitev.

(b) Poiséi tisto resitev, ki zadoscéa pogojema y(0) = 2, 3/(0) = 3.



3 DIFERENCIALNE ENACBE VISJEGA REDA 36

Resitev:

(a) Resujemo z nastavkom y(z) = e . Stevilo A mora zadoscati kva-
dratni enachi
A +1=0.

Enacba ima dve konjugirano kompleksni resitvi.
A12 = Fi.

y(x) = Cicosz + Cysinz.

2= y(O) = Cl,
y'(z) = —Cysinz + Cy cos z,
3=1(0) = Cy,

y(x) = 2cosz + 3sinz.
26. Dana je diferencialna enacba
5y" — 3y’ = 0.

Poisci tisto resitev diferencialne enacbe, ki zadosca pogojema

Resitev:

1. nacin reSevanja: V diferencialni enacbi y ne nastopa zato lahko
znizamo red diferencialne enacbe z vpeljavo nove odvisne spremen-
ljivke.

y' =p,

vstavimo v diferencialno enébo in dobimo

5p) —3p =0,
dp

5— —3p=0
dr P )
d 3
—p:fdx,

P )
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In|p|= §:L' +C,
5
p(x) = Ae3”,
Y (x) = Ae%x,

/y'(:c) dr = /Aegw dez,

y(x) = A§e%w + B,

3
5A
A
(@)= "ed = Acke,
y'(0) = A =3,

5)
y(x) = 36%“75 + B = 5e5% + 5.

2. nacin redevanja: Vpeljemo nastavek y(x) = e in dobimo karakte-

risti¢no enacbo

502 —3X =0,
A(5A—3) =0,
3
A1 - 07 )\2 - ga
y(z) = C1e% + C’Qe%z =C] + Cgegx.
(@)= 2o,

y(0) = Oy + Cy = 10,
y(0) =20 =3,
Cy =5, C;=5h.
y(x) =5+ 5e%x,

Nehomogena linearna diferencialna enacba 2. reda s konstan-

tnimi koeficienti je oblike
ay” + by + cy = d(x),

kjer velja

a,b,c € R d(z) je zvezna funkcija.



3 DIFERENCIALNE ENACBE VISJEGA REDA 38

27.

Splosna resitev ima obliko

y(x) = yn(z) + yp(x),

kjer je yp(x) partikularna resitev nehomogene diferencialne enacbe. V
primeru ko je d(z) = p(z)e?®, partikularno resitev pois¢emo z nastav-
kom

yp(z) = 2! P(z)e”,

kjer je P polinom in velja stP = stp, Stevilo [ je kratnost nicle ~
karakteristicnega polinoma. Seveda, [ = 0, v primeru, ko ~ ni nicla

karatkeristi¢ne enacbe

aX2 + b\ +c=0.

Dana je diferencialna enacba

"

v+ — 2y =22
Poiséi splosno resitev.
Resitev:

Poiséimo najprej splosno resitev homogene diferencialne enacbe:
y,/+y/_2y:O.

Resujemo z nastavkom y(z) = e*®. Karakteristi¢na kvadratna enacba
je
M4A-2=0,
A=1)(A+2)=0,

od koder sledi splosna resitev homogene diferencialne enacbe

yn(x) = C1e® + Che 27,

Pois¢imo $e p d(x) = 22% = p(z)e??, p(z) = 2%, v = 0. Ker &tevilo
~ = 0 ni ni¢la karakteristi¢ne kvadratne enacbe, lahko pois¢imo resitev

nehomogene diferencialne enacbe z nastavkom
yp() = Az* + Bz + C.

y,(z) = Az + B,
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y" = 2A.
Vstavimo v nehomogeno diferencialno enacbo
2A + 2Ax + B — 2(Az? + Bz + C) = 22,
—2A =1,
2A—-2B =0,

2A+B-2C =0.

1 1 3

2’ 2’ 4
145 1 3
yp(l‘) = _51’ - 553— 1

od tod sledi splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe

1 1 3 oy
y(m) = yp(x) + yh(fL') = —51'2 - §$ — Z 4+ C1e® + Cre 2z,

28. Dana je diferencialna enacba
y// + 4y — 63:8.
Poiséi splosno resitev.
Resitev:

Karakteristicna kvadratna enacba je
A +4=0,
1,2 = £2i,
Splosna resitev homogene diferencialne enacebe je
yn(x) = Cy cos2x 4+ Cysin2z, C1,C5 € R.

Pois¢imo $e partikularno resitev d(z) = 3% = p(x)e?®, v = 3, p(z) =
1. Stevilo v = 3 ni ni¢la karakteristicnega polinoma, torej vzamemo
nastavek

yp(z) = Ae3®,

yp(a) = 34e™,

y;,’(x) = 943,
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9Ae3* + 4463 = 37,
134e%% =1,
A= ie?’z

137

1
763:5.

Yp(z) = 13

Splosna resitev nehomogene enacbe

1
y(x) = C cos2x + Cysin 2z + T363x.

29. Dana je diferencialna enacba
y' =3y +2y=1+¢€",
(a) Poiséi splosno resitev.
(b) Poiséi tisto resitev, ki zados¢éa pogojema y(0) =1 in y(1) = 1.
Resitev:
(a) Resimo najprej homogeno diferencialno ena¢bo

y' =3y +2y =0,

Resitev is¢emo z nastavkom y(z) = e, in dobimo, da mora

veljati
N —3\4+2=0,

A=2)(A-1) =0,
M=1, =2

splosna resitev homogene se torej glasi
y(x) = C1e*® + Cye®.

Desna stran nehomogene diferencialne enacbe je vsota dveh funk-
cij di(xz) = 1 in do(z) = e*. Nehomogeno diferencialno enacho
lahko resujemo za vsak sumand d;(x) = 1 in da(z) = €* posebe;j.

Poiséimo najprej partikularno resitev diferencialne enacbe

y" — 3y +2y=1.
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Desna stran je di(z) = 1 = 1e%%, torej je v = 0 in p(z) = 1.
Ker stevilo 0 ni lastna vrednost kakrakteristicnega polinoma in
je p(x) polinom stopnje ni¢, partikularno resitev is¢emo z nastav-
kom yp, () = A (polinom stopnje ni¢). Vstavimo v diferencialno
enacbo in dobimo

24 =1,

od kod sledi .

ypl(x) =A= 9

Pois¢imo najprej partikularno resitev diferencialne enacbe
y" — 3y +2y = e”.

Desna stran je oblike e = 1e!'* = p(x)e)® kjer je p(x) = 1 (po-
linom stopnje 0) in Stevilo v = 1 je ni¢la karakteristi¢nega poli-

noma stopnje [ = 1, torej partikularno resitev iS¢emo v obliki
Ups(w) = 2'P(2)e”,  P(x) =B,
odvajamo
yfgz(x) = Be® + zBe" = e*(B + zB).

Yp, () = Be® 4+ Be® + xBe” = (2B + xB).

Vstavimo nastavek v diferencialno enac¢bo

Ypy — 3Upy + 2Up, = €°,
e (2B + xB) — 3¢"(B + xB) + 2zBe" = ",

B=-1,

xT

Ypo (1) = —we”.

1 T
Yp(T) = Yp, (T) + yp, () = 5 e

je iskana partikularna resitev. SploSna reSitev nehomogene dife-
rencialne enacbe je torej

1
y(x) = Cre** 4 Coe” + 5~ xe®.
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(b) Dolo¢imo konstanti Cy in Cq, da bosta izpolnjena pogoja y(0) = 1

iny(l)=1.
0 0 1
y(0) = Cre” + Cqe +§—0:1,
1
Cl+02=§.
2 1
y(1) = Cre +CQ€+§*€,
2 1
Cie +C’26—e:§.
1
0125_027
1 1
(5—02)62-1—026—6:—5,
1 1.2
§—§€ +e
02_ 6—62 3
1 1 e+1
C - _
L) 2e(e—1)

Iskana resitev, ki zadoS¢a pogojema je

_ e+l o 5-gette n
~ 2e(e—1) e —e? 2

y(x)
30. Poisci splosno resitev diferencialne enacbe
y' =2y +y=¢e"
Resitev:
Pois¢imo najprej resitev homogene diferencialne enacbe
y' =2y +y=0.

Resitev is¢emo z nastavkom y(z) = e*. Stevilo A mora zado3cati

naslednji karakteristi¢ni kvadratni enaci
A —2\4+1=0,

(A—1)2=0.
Enacba ima dvojno niclo
A=1
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31.

Splosna resitev homogene diferencialne enacbe je torej
y(x) = Cre” + Coze”.

Desna stran je oblike 1e7*, kjer je v = 1 in Stevilo v = 1 je dvojna nicla
karakteristicnega polinoma, torej I = 2. Torej partikularno resitev
iS¢emo v obliki
yp(x) = 22 Ae”.
Y (z) = e (24z + 22 A),
y'(z) = e¥(2*A + 4Ax + 2A).
Vstavimo v diferencialno ena¢bo in dobimo

Yy — 2y +yp = €,

od koder sledi

in partikularna resitev je

Torej iskana splo¢na resitev nehomogene diferencialne enacbe je
T T 21 T
y(x) = Cre® + Coze® + x 7"

Dana je diferencialna enacba
!
Yy — 4y = cos 2z.
(a) Poisci splosno resitev.
(b) Poiséi tisto resitev, ki zados¢a pogojema y(0) =1, y/(0) = 0.
Resitev:
(a) Pois¢éimo najprej splosno resitev homogene diferencialne enacbe

y" — 4y = 0.

A

Vpeljemo nastavek y(x) = e in dobimo karaterisiténo enac¢bo

A —4=0,
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7 niclami

yn(x) = C1e** + Coe 2",

Poiscéimo splosno resitev nehomogene diferencialne ena¢be. Poiséimo

partikularno resitev. V primeru, ko je desna stran oblike
d(z) = p(x)e’* cos oz,

partikularno resitev iS¢emo v obliki

(a) Stevilo v + id ni nicla karakteristi¢nega polinoma. Tedaj
yp(z) = P(x)e?” cos dx + Q(x)e?” sin dx, kjer sta P in Q po-
linoma iste stopnje kot polinom p.

(b) Stevilo v + 98 je nicla karakteristi¢nega polinoma stopnje .
Tedaj yp(x) = ! (P(x)e?® cos dx + Q(x)e ™ sin dx) , kjer sta

P in @) polinoma iste stopnje kot polinom p.

Desna stran je cos 2z, torej p(x) =1,v=0,d =2 in v+ id = i2

ni nic¢la karakteristicnega polinoma. Torej
Yp(z) = C cos 2z + D sin 2z,
kjer sta C' in D realni konstanti.
yp(x) = —2C sin 2 + 2D cos 2z,
Yy, (x) = —4C cos 2z — 4D sin 2z.
Vstavimo v diferencialno ena¢bo in dobimo
—4C' cos 2x — 4D sin 2x — 4C' cos 2x + D sin 2z = cos 2z,

—8C' cos 2x — 8D sin 2z = cos 2z,

Od tod sledi: )
—8C =1, C=—
) 8 M

8D =0, D=0,
yp(z) = —g o8 2x.

Splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe je

1
y(z) = C1e¥ + Cre™** — g cos 2x.
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(b)
y(0)=1, y'(0)=0,

1

2
Y (2) = 201 — 2Coe 2 + 3 sin(2z),
0= y'(O) = 201 — 202, 01 = 02.
Od tod sledi

9
= =205,
3 2
9
Cy T =0
9 9
y(x) = 1662”” + Ee_% — g cos 2x

32. Dana je diferencialna enacba
Y — 4y + 13y = €>® cos 3z.
Poisci splosno resitev.
Resitev:
Pois¢imo splosno resitev homogene diferencialne enacbe.
y" — 4y + 13y = 0.

A

Vpeljemo nastavek y(x) = e in dobimo karaterisiténo enac¢bo

AN —4N+13=0,

ketere nicli sta

4+/16—4-13  4+/-36
2 - 2

Ao = — 2+ 3i.

Splosna resitev homogene diferencialne enacbe je
yn(x) = C1e** cos 3x + Cye® sin 3.

Pois¢imo Se partikularno resitev nehomogene diferencialne enacbe. De-
sna stran je e?® cos 3z, torej je p(z) = 1. Stopnja polinoma p je enaka
0, v = 2,8 = 3. Stevilo v + iffi je ni¢la karakteristicnega polinoma

stopnje (oziroma kratnosti) { = 1. Torej vzamemo nastavek

Yp(7) = = (Ae** cos 3z + Be** sin 3x) .
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Nastavek vstavimo v diferencialno enacbo
Yy, — 4y, + 13y, = e?® cos 3z,
od koder sledi
(=14 6B)cos3z —6Asin3zx =0,

1
~1+6B=0, B=_.
—6A=0, A=0.

2% gin 3.

1
x)=1x-e€
Yp(2) 6
Splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe je

2

1
C1%* cos 3z + Che® sin 3z + a:ge ? sin 3.

33. Dana je diferncialna encba
y' +y — 2y =2 +sinz.
Poisci splosno resitev.
Resitev:

Pois¢imo najprej resitev homogene enacbe

' +y —2y=0.

Vpeljemo nastavek y(z) = e’ in dobimo karaterisiténo enacho
N4+A—2=0,
A+2)(A—-1)=

z niclama
Al =2, =1

Splo$na resitev homogene diferencialne enacbe
yn(x) = C1e” + Che 2.

Poiséimo pratikularno reSitev diferencialne enacbe

/"

y' +y -2y =2’
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Desna stran 2?2 je polinom druge stopnje. Ker stevilo 0 ni lastna vre-
dnost karakteristi¢nega polinoma, vpeljemo nastavek

yp1(z) = A2z + Bx + C.

Ypr + Ypt — 2Up1 = a?,
od koder sledi
—2Ax* + (2A - 2B)x + (2A+ B — 20) = 2,
—2A =1,
2A—-2B =0,

24+ B —2C =0,

1 1 3

2’ 2’0 4

1, 1 3

yp1 () = —5% =T

Pois¢imo Se partikularno resitev y,2(x) diferencialne enacbe
y' +1y — 2y =sinz.

V tem primeru je p(x) = 1, sinxz = e sin(1z), torej y =0, § = 1 in p

je polinom stopnje 0. Vzamemo nastavek
yp2(z) = Acosz + Bsinz,

Ypo(2z) = —Asinz + Beos,
y;,’g(a:) = —Acosx — Bsinz.

Vstavimo v diferencialno enacbo

Y’ + y;ﬂ — 2yp2 = sinwz.

(—Acosx — Bsinx)+(—Asinz + Bcosz)—2(Acosz + Bsinz) = sinz,
(=3A+ B)cosx + (—A — 3B)sinz = sinz.
-3A+B =0,
~_A-3B=1,
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ao gl
10 10
yp2(z) = ~10°%% " 19 sin x.

1 1
yp(f) = ypl(x) + yp2($) = —=2"— =T — -+ —-=C0ST —

2 2 4 10
Splosna resitev

34. Dana je diferencialna enacba
y" — 6y + 13y = €** cos 3z.
Poisci splosno resitev.
Resitev:
Pois¢imo najprej splosno resitev homogene enacbe.
y" — 6y’ + 13y = 0.

Vpeljemo nastavek y(z) = e

N —6A+13=0,

z niclami

6+ \/(—6)2 — 52
c 2

yn(z) = C1€% cos 2z + Cee® sin 2.

=342,

Pois¢imo Se partikularno resitev. Desna stran je d(xz) = e

48

% in dobimo karaterisiténo enacbo

2% cos 3z,

v =26 =3, p(x) = 1. Stevilo 2 + 3i ni nicla karakteristi¢nega

polinoma, torej je nastavek za partikularno resitev
yp(x) = Ae** cos 3x + Be? sin 3.
Vstavimo nastavek v diferencialno ena¢bo in dobimo

Yy, (x) — 6y, () + 13y, = e cos 3.

2 3

2

2 3
yp(x) = —%62”3 cos 3z — 26¢ ¥sin 3.

2
y(x) = C1 €% cos 2z + Cae3® sin 22 + _%62

3
T _ 2
cos 3x 266

T sin 3x.
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35. Dana je diferencialna enacba
Y — 6y + 13y = €3* cos 2z.
Poisci splosno resitev.
Resitev:
Pois¢imo najprej splosno resitev homogene enacbe
y" — 6y’ + 13y = 0.

A

Vpeljemo nastavek y(x) = e** in dobimo karaterisiténo enacbo

N —4N+13=0,

katere nic¢li sta

6+ /(—6)2 — 52
2

Ao = =3+ 2i,

yn(z) = C1€% cos 2z + Cee® sin 2.

Pois¢imo Se reSitev nehomogene diferencialne enac¢be. Desna stran je
d(x) = 3% cos 2z = p(x)e’® cos dx, v = 3, § = 2. Stevilo 3 + 2i je nicla
karakteristicnega polinoma stopnje 1, torej je nastavek za partikularno

reSitev nehomogene diferencialne enacbe sledec:
Yp(7) = = (A€ cos 2z + Be** sin 21) .
Vstavimo nastavek v diferencialno enacbo
y, — 6y, + 13y, = 3% cos 2.
od koder sledi A =0, B = %.
yp(z) = 3&63"” sin 2x.

Splosna resitev nehomogne diferencialne enacbe je

1
y(z) = 016396 cos 2w + 0263:” sin 2z + :1:163“ sin 2z.
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3.3 Homogena Eulerjeva diferencialna enacba
Homogena Eulerjeva diferencialna enacba drugega reda je di-
ferencialna enacba oblike

asr®y" + arxy’ + agy = 0,

kjer so a;, 1 = 0, 1,2, realna Stevila. Pri reSevanju vpeljemo nastavek
y=2x" y(x)= "1y =AN-1)2N2
Nastavek vstavimo v diferencialno enacbo in dobimo
a2 A\ — 1) + a1z’ + 2tag = 0,

od koder sledi
CLQ)\(/\ — 1) + a1 A+ ag = 0.

e V primeru, ko ima ta kvadratna enacba dve razli¢ni realni resitvi
A1, A2, je splosna reSitev homogene Eulerjeve diferencialne enacbe
oblike

_ A1 A2
y(x) = Cra™ + Chra™.

e V primeru, ko ima ta kvadratna enacba eno dvojno resitev A, je
splosna regitev homogene Eulerjeve diferencialne enacbe oblike

y(z) = Crz* 4+ Coz* Inz.

e V primeru, ko ima ta kvadratna enacba konjugirano kompleksni
nici Ay = a+if in Ay = a — i3, je splosna reSitev homogene

Eulerjeve diferencialne enacbe oblike
y(z) = Cr2% cos(BInx) + Coz®sin(SInx).
36. Dana je diferencialna enacba
2y — 3xy’ + 4y =0,
Poiséi splosno resitev.
Resitev:

Dana diferencialna enacba je homogena Eulerjeva diferencialna enacba.

Vpeljemo nastavek

y(z) = 2?,
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37.

vstavimo v diferencialno ena¢bo in dobimo enac¢bo, ki ji mora zadoscati
parameter A.
AA—1)=32+4=0,

N —4r+4=0,
()‘_2)2:()’

A = 2 je dvojna nic¢la. Torej je splosna resitev

y(z) = Cr2? + Cor’lnz = x2(01 + Colnx).

Dana je diferencialna enacba
22y + Txy’ + 13y = 0.
Poiséi splosno resitev.

Resitev: Dana diferencialna enacba je homogena Eulerjeva diferen-

cialna enacba. Vpeljemo nastavek

y(z) =2,
vstavimo v diferencialno ena¢bo in dobimo enac¢bo, ki ji mora zadoscati
parameter A.
A\ = D2t + 7az? + 1322 =0,

AA—1)4+7A 413 =0,

AN +6M+13=0,

—6++36—-52 —6-—4i
5 =

A2 = 5

= -3 +2i.

Splosna resitev je

y(x) = 273 (Acos(2Inz) + Bsin(2Inx)).

4 Sistemi linearnih diferencialnih enacb

Obravnavali bomo sisteme linearnih diferencialnih enac¢b s konstan-

tnimi koeficienti.
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Sistem n linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti zapiSemo

v obliki

Y = anyi+ay + -+ anyn + f1(z)
Yo = amy1 + anys+ -+ amyn + fo(z)
/
Y = QApi¥Y1 + an2y2 + -+ GpnplYn + fn(37)7
kjer so a;j, i = 1,---,n, j = 1,---,n, realna Stevila in f;(x), j =
1,---,n, zvezne funkcije.

Sistem n linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti lahko
reS§imo bodisi s pomoc¢jo pretvorbe na diferencialno enacbo reda n,

bodisi na matri¢en nacin.
38. Dan je sistem diferencialnih enacbh

T =— T + y
y =— ¢ -y
Poiséi splosno resitev.
Resitev:

Iz prve diferencialne enacbe izrazimo eno spremenljivko npr. spremen-
ljiivko v,
y=1+uz, (4)

dobljeno ena¢ho odvajamo in dobimo
y=2a+,
Upostevamo drugo diferencialno ena¢bo in dobimo
—xr—y=2x+z,
od koder ob uposStevanju enacbe dobimo
—x— (t+2z)=70+1,
T+ 2%+ 22 =0,

Vpeljemo nastavek
z(t) = eM
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vstavimo v diferencialno enac¢bo in dobimo karakteristicno enac¢bo

N 42X+2=0.

—2++/4-8
AMg=—"—"7—"—=—-1=%£i.
' 2
z(t) = Cre " cost + Coe 'sint,

ob upostevanju od tod dobimo,
y(t) = —i(t) + x(t) =
= —Cre tcost+Cre ! (—sint)+(—Coe ' sint+Cye " cost+Cre ' cost+Cre 'sint =
= cost (—Cleft 4+ Che t 4+ C’left) +sint (—Cle*t —Che t+ Cge*t) .
39. Dan je sistem diferencialnih enacbh

i = 2+
vy = w1 — 2y

Poisci splosno resitev.
Resitev:
Iz prve diferencialne enacbe izrazimo yo in dobimo

Y2 =i — 2y1. (5)
Enacbo odvajamo

Yo =y — 2u4,
in upostevamo drugo diferencialno ena¢bo

y1 —2y2 =y — 2y;.

Iz enacbe od tod sledi

Y1 —2y1 + 4y = vy — 2y1,

5y1 = Y,
Yl — 5y =0,
yl(x) = 6)\96’

A —5=0,
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)\1a2 = :l:\/57

yi(z) = Cre¥™ + Cpe™ V5"

o) = V3016V — GV V5 — 2 (CreV5e 4 CheVBT) =

= (\/5 — 2) C’le‘/gx + <—\/5 — 2) C’ge_‘/gx.

)

40. Dan je sistem diferencialnih enacb

v o= 2y + Ay
vy = w1+ 2y

Poiséi tisto resitev, ki zados¢a pogojema
y1(0) = —4, 32(0) = —4.
Resitev:
Iz prve enacbe izrazimo y; in dobimo
21 =y — 4y, (6)
odvajamo celo enacbo in dobimo
2y = yi — 4u5,
ob upostevanju druge diferencialne enacbe dobimo
20 =i —4(y1 + 242).
Iz enacbe od tod sledi
2 = yi — 41— 2(y1 — 2p1) =
N/ /
=y — 4y — 2y; + 4y,
2y1 = yi — 4y — 2y1 + 4y,
dyy — i =0,

vpeljemo nastavek
y1(z) = M.

Dobimo karakteristi¢no kvadratno enacbo

—A% 44\ =0,
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kater nic¢li sta
)\1 - O)

Ay =4,
y1(x) = C1% + Coe'® = Oy + e,

ob upostevanju @ dobimo

Yo () = % (v1(x) = 21 (2)() =
- e (ot -

Dolo¢imo 8e konstanti C7 in Cs tako, da bosta izpolnjena zacCetna
pogoja
Y1(0) =4 =C1 4+ Cy,

1 1 1
yg(O) =—4= <02 — 202) — 501 = 5 (CQ — Cl) .

Od tod sledi
Cy=-6, C;=2.

Resitev, ki zadosca zacetnemu pogoju je
yi(z) =2 — 6e*”,
yo(z) = —3e1® — 1.
41. Dan je sistem diferencialnih enacb

A + y +cost
y =— +t
Poiséi splosno resitev.
Resitev:

Sistem diferencialnih enacb je nehomogen. Prevedimo ga najprej na

diferencialno enacbo drugega reda. Iz prve enacbe sledi

Yy =& — cost,
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to enacbo odvajamo in dobimo
Y = +sint,
upostevamo Se drugo diferencialno enacbo in dobimo
—x +sint +t =& + sint,

T+ x=t.

To je nehomogena diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi

koeficienti. Resiti moramo najprej homogeno diferenciano enacbo.
z4+x=0.
Karakteristiv cni polinom je oblike
N +1=0,
A1 = %4,
torej je splosna resitev homogene diferencialne enacbe
xp(t) = Cicost + Cysint.

Pois¢imo Se partikularno resitev nehomogene diferencialne enaébe. De-
sna stran je d(t) = t in Stevilo 0 ni ni¢la krakteristicnega polinoma,
torej je nastavek

xp(t) = At + Ao,

Vstavimo nastavek v diferencialno enac¢bo in dobimo
Tp+ap=1t.

od tod sledi
0+ At + Ay = t,

torej

splo$na resSitev nehomogene diferencialne enacbe je
x(t) = xp(t) + xp(t) = Crcost + Cysint + ¢,

y(t) = @(t) — cost = —Cy cost + Cycost + 1 — cost.
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5 Vektorji

1.

Dana sta vektorja a@ in b dolzine 2 in 3, ki oklepata kot §. Poisci a - b.
Resitev: )
- - T
a-b=|d||blcos=-=2-3-=-=3.
a |d||b|cos 3 5
. Dana sta vektorja @ = (1,1,—1) in b = (5,—3,2). Poiséi kot med
vektorjema a in b.
Resitev:
@-b=1-5+1-(=3)+(=1)-2=0.
Kot med vektorjema je 3, torej sta vektorja pravokotna.
. Dana sta vektorja @ = (—1,1,1) in b = (5,—3,3). Pois¢i kot med
vektorjema d in b.
Resitev: Oznacimo z ¢ kot med vektorjema a in b.
d= /(12 + 12+ 12 =3, |b|= /52 + (=3)2 + 3% = V43,
@-b=(—1)-5+1-(=3)+1-3=—5.
ab -5
COSp = —— = ,
@l V3V
—2
= arccos .
i V3V/43
Torej
T <p<lTm
g S¥ST
. Ali sta vektorja (2,2, —1) in (5, —4, 2) pravokotna?
Resitev:
(2,2,1) - (5,—4,-2) =2-5+2- (—4) + -(—=2) = 0.
Skalarni produkt vektorjev je enak ni¢, torej sta vektorja pravokotna.
Dana sta vektorja @ = (—2,3,1) in b = (1,1,2). Poiséi pravokotno
projekcijo vektorja b na vektor @ in izra¢unaj velikost pravokotne pro-
jekcije.

Resitev:  Oznacimo z projag pravokotno projekcijo vektorja b na
vektor a.
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@)= /(=2)2 4+ 32 + 12 = V14,

. Gba
projzb = aTg
| |
(=2)-143-141-2)(-2,3,1)
V14 V14
3
= —(-2,3,-1).
14( 3, =1)
@b 3

rojzb|= = —.
6. Ali sta vektorja @ = (—2,4,1) in b= (4, —8, —2) vzporedna?

Resitev: Velja
b= (4,-8,—2) = (-2)a,

kar pomeni, da sta vektorja vzporedna.

7. Dana sta vektorja @ = (—2,3,1) in @ = (1,1,2). Izracunaj @ X b.

Resitev:
i ik
axb = |-2 3 1
1 1 2
i 7okl 77
= |-2 3 1|—-2 3
1 1 211 1
= (5,5—5).

8. Dan je paralelogram z ogliséi A(—3,-2,0), B(3,-3,1), C(5,0,2) in
D(~1,1,1).
(a) Izracunaj kot med diagonalama.

(b) Izracunaj plos¢ino paralelograma.
Resitev:

(a) Kot med diagonalama je po definiciji ostri kot med vektorjema,
ki sta vzporedna diagonalama, to je, kot ¢ med vektorjema E =
(8,2,2) in BD = (—4,4,0). Slika je simbolna.
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S pomocjo skalarnega produkta lahko izracunamo, da velja
_JAC-BD|  |-4-8+4.2] 24 1
 |AC|BD| VEI+4+4V16+6 V72.32 2

Od tod sledi ¢ = Z

(b) Vektorski produkt AB x AD kaze v smeri normale na ravnino
v kateri lezi paralelogram, ki ga vektorja zﬁ in zﬁ napenjata.

Dolzina vektorskega produkta pa je enaka ploscini paralelograma,
ki ga napenjata vektorja 1@ in jﬁ Plosc¢ina paralelograma je
S=|AB x AD| = [(6,~1,1) x (2,3,1)|
= ’(_47 —4, 20)’
= V16 + 16 + 400 = 12v/3.

Cc

9. Dane so tocke A(2,—2,4), B(0,1,3) in (—1,x,y). Dolodi stevili z in y
tako, da tocke A, B in C lezijo na isti premici.
Resitev: Tocke A, B in C lezijo na isti premici natanko tedaj, ko je

ﬁ X @ (0,0,0), kar pa velja natanko tedaj, ko je E = a@
nek a € R.
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1. nacin:

AB = (0,1,3) — (2,-2,4) = (-2,3,-1).
1@ =(-1,z,y) — (2,-2,4) = (-3, + 2,y — 4).

i k
ABxAC = |-2 3 -1
-3 z+4+2 y—-4

i E|i

= |—2 3 -1 |-2 3

-3 z+2 y—4,-3 x+2

= (-104+x+ 3y, -5+ 2y,5 — 2x)
= (0,0,0).

Od tod dobimo
—10+2+3y=0, —54+2y=0, 5—2x=0,

torej

2. nacin:

Doloéiti je potrebno realna stevila «, x in y, da bo veljalo

AB = aAC =  (=2,3,-1) = a(-3,2+ 2,y — 4)
— —2=-3a, 3=az+2), —-l=a(y—4).

Od tod sledi

2
=3
in
5 )
y=5 ©=5
Naj bo @ = @+ 2b, & = —2d — b, |@= 4, |b|= 6 in vektorja @ in

b oklepata kot %. Izracunaj plostino paralelograma, ki ga napenjata

vektorja @ in 7.
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11.

12.

13.

Resitev:

GxT = (@+2b)x(—2a—b)
= &% (=2@)+ 2b x (=2@) + @ x (—=b) + 2b x (—b)
= —dbxd—axb
= —Gxb+4axb
= 3@ xb.

S o7 e T 1

|t x v] = 3|a><b|z3|a|\b\sm§:3'4-6-5236.

Dani so vektorji @ = (—2,3,1), @ = (1,1,2) in ¢ = (1,1,—1). Al

vektorji @, b in € tvorijo pozitivno orientirano bazo v R3.

Resitev: Vektorji @, b in ¢ tvorijo pozitivno orientirano bazo, ¢e je

(@,b,¢) > 0.
-2 3 1 -2 3 1]-2 3
@bd)=[1 1 2|=|1 1 2|1 1=15>0.

1 1 -1 1 1 =111 1

Torej tvorijo pozitivno orientirano bazo v prostoru R3.
Ali so vektorji @ = (1,4, —7), b= (2,—1,4) in &= (0,—9, 18) kompla-
narni?
Resitev:

1 4 -7 1 4 -711 4

(@b,d)=12 -1 4|=12 -1 4|2 —1=0.

0 -9 18 0 -9 18|0 -9
Torej vektorji so komplanarni.
Poisc¢i volumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji @ = (—6,3, —1),
b=(0,1,2) in ¢= (4,—-2,5).
Resitev: Paralelepiped je Stiristrana poSevna prizma, katere osnovna

ploskev ima obliko

paralelograma. (Slika je simboli¢na.)
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14.

15.

62

-6 3 -1 |-6 3 -1l-6 3
@b,é)=|0 1 2|=l0 1 2|0 1 =-2.
4 -2 4 -2 5|4 -2

Volumen paralelipipeda je

V = (@b, &)= 26.

Dane so tocke P(1,4,6), Q(—2,5,—1) in R(1,—1,1). Poisci vektor, ki
je pravokoten na vektorja ]@ in P—}%

76—

PR =(1,-1,1) — (1,4,6) = (0, -5, —5).

Resitev:

(=2,5,—1) — (1,4,6) = (3,1, -7).

Vektor 77, ki je pravokoten na vektorja ]@ in ﬁ je vzporeden vek-
torskemu produktu J@ X P—}% Torej lahko vzamemo

n = Iﬁxlﬁ
i ]k
= |-3 1 -7
0 -5 =5
i ] k|7 7
= -3 1 —=71-3 1
0 -5 =5/ 0 =5

= —40i — 15 + 15k = (—40, —15,15).
Za vektor 7 lahko vzamemo vsak vektor ¢(—40, —15,15), t € R, t #£ 0.

Dane so tocke P(1,4,6), Q(—2,5,—1) in R(1,—1,1). Pois¢ plos¢ino
trikotnika Apgr z oglis¢i P, @ in R.

Resitev:

51P0 < P

1
= 102,201

pl(Apgr) =

- %\/(_40)2 +(=15)2+ (15)2 = %5\/@.
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16.

Enacba premice v prostoru: Premica p v prostoru je podana s
tocko T, na njej in z neni¢elnim smernim vektorjem v, ki je vzporeden

premici p. Premico p zapiSemo v vektorski obliki
F=7y+tv, tecR,

kjer je 7y krajevni vektor to tocke Ty in 7 krajevni vektor to tocke T'

na premici, ki pripada parametru ¢.

Poisc¢i enac¢bo premice p, ki gre skozi tocki A(2,4,—3) in B(3,—1,1)

in ugotovi ali tocka (6,1, 3) lezi na premici p.

Resitev: Lahko vzamemo, da je smerni vektor premice p enak vek-

torju 1@

AB = (3,-1,1) — (2,4, -3) = (1,5, 4).

Enacba premice p je

(:E’ y’ Z) = (27 4’ _3) + t(]" _57 4)? t 6 R?

Parametri¢na enac¢ba premice p je

= 24 t
= 4- 5t, teR
= -3+ 4t
Kanonska enac¢ba premice je
r—2 y—4 2+3
1 =5 4

Tocka (6, 1, 3) ne lezi na premici p, saj ne obstaja stevilo ¢, da bi veljale

vse tri enacbe

=924+t 1=4-5, 3=—3+4t
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17.

18.

Dani sta premici
prx=14+t y=-2+4+3t z=4-t tek.

q:x=2s, y=3+s, z=-3+4s, seR

Ali se premici p in g sekata? Ali sta premici p in ¢ vzporedni? Ali sta

premici mimobezni?

Resitev: Premici se bosta sekali, ¢e ima naslednji sistem enach kaksno
resitev.
14+t =2s,

—24+3t=3+s,

4—t=—-3+4s.

Iz prvih dveh enacb dobimo

11 8
t=—, s§=_.
5 )
Ti dve stevili pa tretji enacbi 4 — ¢t = —3 4 2s ne zadoscata.

Torej se premici p in ¢ ne sekata.

Smerni vektor premice p je vektor ¢, = (1,3 — 1) in smerni vektor
premice ¢ je vektor ¥, = (2,1,4). Smerna vektorja nista vzporedna,
saj

Up x Ug = (13,—6,—5) # (0,0,0).

Torej premici nista vzporedni. Premici sta mimobezni.
Dana je premica

p:(z,y,2)=(2,1,3) +¢(0,1,3), teR.
Poiséi kanoniéno obliko premice p.
Resitev: Parametri¢na enac¢ba premice p je

r=2, y=1+t, z=3+3t, tekR,

z—3
t: —1:
Y 3

torej je kanonska oblika premice
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19.

20.

Dana je premica

x—l_z—|—3

: = = 2.
b 9 3>y

Poisci parametricno enacbo premice p, dolo¢i smerni vektor premice p
in poiséi dve razliéni tocki na premici p.
Resitev: Naj bo
. r—1 2z2+3
2 37

torej je parametricno zapisana premica

r=1+t, y=2, z=-3+3t teR.
Smerni vektor premice p je vsak nenicelen veckratnik vektorja v =
(2,0,3).

Ce izberemo t = 0, dobimo tocko Ty = (1,2, —3) in ¢e izberemo t = 2,

dobimo tocko T} = (3,2, 3). Tocki Tp in T} lezita na premici p.

Oglisca tetraedra so v tockah A(—1,12), B(1,0,1) in C(—3,1,1) in
D(4,1,2). Izracunaj volumen tetraedra in izra¢unaj povrsino osnovne
ploskve.
Resitev:

D ittt b

A B

Slika je simboli¢na.

AB = (1,0,1) — (~1,12) = (2, -1, 1),
A0 = (=3,1,1) — (~-1,12) = (-2,0, 1),
AD = (4,1,2) — (—1,12) = (5,0,0).

Prostornina tetraedra je enak Sestini prostornine paralelepipeda. Torej

V= 1’(1@71@’@)’7

"6
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2 1 —1
(AB,AC,AD)=|-2 0 —1|=5.
5 0 0

Torej V = %. Izra¢unajmo Se plos¢ino osnovne ploskve

0 = 4B x AC

PG ORlIT G ORI
ABxAC=|2 -1 —1|=]2 -1 —1| 2 —1=(1,4,-2)
2 0 -1 |-2 0 —1]-2 o0

Enacba ravnine: Ravnina II v prostoru je doloc¢ena s tocko, ki lezi v
ranini 7 in normalnim vektorjem. Ce ima ravnina II normalni vektor

i # 0 in vsebuje toko Ty, lahko zapisemo enacbo ravnine v obliki
(F—7r9) -1 =0,

kjer je 7o krajevni vektor do tocke Ty in 7 krajevni vektor do tocke
poljubne tocke T' na ravnini. Ce 75 = (x0,%0,20), ¥ = (x,y,2) in

i = (a, b, ¢), lahko ena¢bo ravnine zpisemo v normalni obliki
ar + by + cz =d,

kjer velja d = 7i - ¥y = axg + byg + czo.

21. Pois¢i enacbo ravnine, ki gre skozi tocke P(1,3,2), Q(3,—1,6) in
R(5,2,0).
Resitev: Pois¢imo najprej normalo ravnine. Za normalo lahko vza-

memo vsak nenicelen veckratnik vektorja ]@ X ﬁ Torej, lahko
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22.

izberemo za normalo kar vektorski produkt

i ;7 ok
POxPE = |2 —4 4
4 -1 -2
i 7 ki g
= |2 —4 4|2 —4=127+20]+ 14k = (12,20, 14).
4 -1 —214 -1

Enacba ravnine je
122 + 20y + 142 = d,

V to enacbo vstavimo tocko, ki lezi v ravnini, npr: to¢ko P, in dobimo
12-1+20-3+14-2=124604 28 = 100, d = 100.
Torej enacba ravnine je

6z + 12y + 7z = 100.

Dani sta ravnina
II:2—-3y+22—-6=0,
in premica
x4+l oy z—2
2 -1 3
Ugotovi ali se premica p in ravnina II sekata. V primeru pritrdilnega

odgovora poiSci presecisce.
Resitev: Naj bo 7}, smerni vektor premice p in 7iy7 normala ravnine

II. Premica p in ravnina II se sekata v tocki, ¢e je v, - 7 # 0.
T, it =(2,-1,3)-(1,-3,2) =2+ 346 = 11 #0.

Torej se premica p in ravnina II sekata v tocki. Pois¢imo presecisce.

Parametricen zapis premice p je naslednji
r=-142t, y=—-t, z2=243t, teR.
(—1+2t) —3(—t)+2(2+3t) —6 =0,
—14+2t+3t+44+6t—-6=0,

o3
11
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Presecisce je

3 5
— 1422 —_2
v RRET 11’
__3
y_ 117
3 31
=243 7

Presecisce je
(5 3 31,
PR 11 11”

23. Dani sta premica
p: x=1+4+¢t y=1—t z=t, teR
in ravnina
II: x4+y=2.

Ugotovi ali sta premica p in ravnina II vzporedni in v primeru pritr-

dilnega odgovora ugotovi, ali premica p lezi v ravnini II.

Resitev: Naj bo #j, smerni vektor premice p in iy normala ravnine
II. v, =(1,-1,1) in 7ig = (1, 1,0).

Up-nin = (1,-1,1) - (1,1,0) = 0.
Torej premica p in ravnina II sta vzporedni. Tocka (1,1,0) lezi na
premici p in ravnini II, torej premica p lezi v ravnini II.
24. Dani sta ravnini

Pip T+ 2y —3z2=4,
I, 2z + 4y — 6z = 3.

Ugotovi ali sta ravnini vzporedni.
Resitev: Naj bosta 7y, , i, normali ravnin II; in ITs. Normali 7y,
in 7, sta vzporedni, saj velja 7ir, X 7, = (0,0,0), (7im, = 2711, ) -
25. Dani sta ravnini
I : z+y+2=1,

Iy : x—2y+3z2=1.
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Ugotovi ali se ravnini sekata in v primeru pritrdilnega odgovora pois¢i
njuno presecisce.

Resitev: Naj bosta iy, = (1,1,1), fif, = 1, —2, 3) normali ravnin Iy
in IT3. Normali ravnin (1,1,1) in (1, —2,3) nista vzporedna vektorja,
torej se ravnini sekata in preseciSce je premica p. Pois¢imo enacbo

premice p. Smerni vektor premice je

v = ﬁ]‘[l X ﬁn2

= (1,1,1,) x (1,-2,3)

i 7k
=1 1 1
1 -2 3
i 7 ki
= |1 1 1/1 1 =(5-2,-3).
1 -2 3|1 —2

Poiséimo Se eno tocko, ki lezi na obeh ravninah. C v enaé¢bi
r+y+z=1,

izberemo z = 0, dobimo x +y = 1. Vstavimo z = 0 Se v enacho

ravnine Il in dobimo
r—2y+3-0=1,

od koder sledi z = 1, y = 0. Torej Tp(1,0,0) lezi v obeh ravninah.

Enacba premice p je

(z,y,2) = (1,0,0) + ¢t(5,—-2,-3), te€R.

I

Iy
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26. Poisci razdaljo tocke T'(—2,1,3) do premice

2
:x+ :g, z=4.
-1 2

Resitev: 1. nacin resSitve:
Izberimo poljubno tocko A, ki lezi na premici p. Razdalja tocke T' od
Lﬁ X U]

d(T,p) = T

premice p je

kjer je ¥ smerni vektor premice p. Npr. lahko izberemo A = (—2,0,4).

7= (-1,2,0), |#]=+V5.

1((=2,1,3) — (=2,0,4)) x (~1,2,0)|
V5
1(0,1,~1) x (~1,2,0)|
V5
(2,1,1)] V6
VB V5

2. nacin resitve:

Naj bo II ravnina, ki gre skozi to¢ko T in je pravokotna na premico p.
Naj bo tocka T” preseciscée premice p in ravnine II. Pois¢imo enacbo

ravnine II. Normala ravnine nf; je smerni vektor premice p, torej
ni = (—1,2,0).
II: —ax+2y+0-2=d,
V to enacbo vstavimo koordinate tocke T in dolo¢imo Stevilo d.
—(=2)4+2(1) =d,
II: —x+2y=4.

Pois¢imo $e IINp = T’. Zapisimo Se premico p v parametric¢ni obliki.
r=-2—t, y=2t, z=4, teR.
Vstavimo koordinate premice p v enacbo ravnine II.

—(=2— 1) +2(2t) = 4,
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245t =0, t=

2 4 2 4
T =(—2-2-4)=(-=,2,4).
55 5'5

Razdalja tocke T" do premice p je

d(T,p) = d(T,T") = d ((_2, 1,3), <_5, ‘51,4>))

21
= 7777_1
(G5
ST
N 5 25 V5

Opomba: tocka T" je pravokotna projekcija tocke T' na premico p.
27. Dani sta tocka T'(—2,1,3) in premica

r+2 y
: == = 4.
1 2~

Poiscéi pravokotno projekcijo tocke T' na premico p in poiséi zrcalno

tocko tocke T' glede na premico p.

Resitev: Naj bo ¢ smerni vektor premice p.
7= (-1,2,0).

Izberimo poljubno tocko A, ki lezi na premici p. Izberimo na primer
tocko A(—2,0,4).

Pravokotna projekcija tocke T na premico oznacimo s T’. Naj bosta

7’4 in 7r krajevna vektorja do tock A in T".

T = TA+Tar
= FA—l—proj\;ﬁ
. @T-%) %
= TA+t —= =
[l o]
((=2,1,3) — (=2,0,4))(~1,2,0)

= (-2,0,4
( 77)+ 5

(—-1,2,0)

2
= (-2,0,4)+ 5(—1, 2,0)

12 4
= _777)4 .
(55



5 VEKTORJI 72

Naj bo T" zrcalna tocka tocke T glede na premico p.

. — 7
o = T+ TT
= Tp T =T

= 27 —7p

12 4
= 2(-=,2,4)-(-2,1,3
(5757) ( 77)

14 3
= (——,25]).
(537)

\
L]
T

28. Dani sta tocka T'(3,0,0) in ravnina
H:bx+y—2—-1=0.

Izrac¢unaj razdaljo tocke T do ravnine II in poisc¢i zrcalno tocko glede
na ravnino II.

Resitev: Oznacimo z d(T,1I) razdaljo tocke T' do ravnine II.

1. nacin izracuna razdalje d(T,II):

Naj bo p premica skozi tocko T', ki je pravokotna na ravnino II. Naj
bo Tj, prebodis¢e ravnine II in premice p. Razdalja tocke T' do premice

p je enaka razdalji med tockama 7" in T),.

1
p: (x,yz) = <2,0,0> +t(5,1,-1), teR.
Poiscimo Se koordinate tocke Tj,.

55 +50) 1 — (~1) ~1=0.

5
5 T2t 2 —1=0,
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2.27
Presecisce premice p in ravnine II je

12 3 3
Ty ==~ — |-
P <54’ 54’54)

d(T, 1) = d(T,T,) = ¢

2. nacin izracuna razdalje d(T, 7):

Naj bo A poljubna tocka na ravnini in naj bo 7y normala ravnine II.

AT - iy

—

ni

d(T,m) =

Naj bo A = (0,1,0).
AT - 7|
||
‘((%7070) - (07 1a0>) ’ (57 17 _1)|
V27

‘(%’ *170) : (5a 1’ *1)‘

d(T,m) =

Oznac¢imo s T" zrcalno tocko tocke T glede na premico p. Pois¢imo
T".

FT// — QFTp - 'I?T

12 3 3 1
-7 <54"54’54) - (2’0’0)

_ 3 6 6
- 5454’ 54 )"



5 VEKTORJI 74

29.

30.

Dani sta premici
pr: xz=14t y=243t z=4—t tek
pe: x=2s, y=3+s, z=-3+4s, seR.

Izrac¢unaj razdaljo med njima.

Resitev: Naj bosta ¥ in ¥ smerna vektorja premic p; in ps.

i j k i 7 o klij
B XU=1[1 3 —1/=|1 3 —1|1 3=(13,-6,-5).
2 1 4 2 1 412 1

Premici sta mimobezni. Izberimo tocko Aj, npr. A; = (1,—2,4), na

prvi premici p; in tocko Aa, npr. As = (0,3, —3), na drugi premici.

(51  T) - A1 Ay
|’l71 XﬁQ’
(13,—6,5)(—1,5,7)
V169 + 36 + 25
-8

V230"

d(p1,p2) =

Poisci vsaj eno enac¢bo premice, ki je vzporedna z ravnino
II: z42y—22=1

in je za 2 oddaljena od ravnine II.

Resitev: Pois¢imo toc¢ko T, npr. 77(1,0,0), ki lezi na ravnini IT in
nato poiséimo tocko T”, ki je za dva oddaljena od ravnine II. Velja

i
|7t

B (1,2,-2)
= (1,0,0)4—2444;E§47

12 2
= (1a070)+2 9790 o
33 3

(54 4
-~ \4’3" 3)°

Za smerni vektor premice p lahko izberemo poljuben vektor v rav-

T = ZFT1+2

nini II, npr. T 22, kjer je T5 poljubna tocka v ravnini II, npr. Tp =
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31.

(0, 0, —%) . Enacba premice p, ki gre skozi tocko T s smernim vektor-
jem ¥ =TT = (—1,0,—1) je

o t _4 4 1t teR
: r= - — = — Z2=—=—= .
p ) y 37 3 27

Ker tocki T7 in T» lahko poljubno izbiramo, je premic p, ki so za dva

oddaljene od ravnine II in so vzporedne ravnini II, neskoncno.

Poisc¢i parametriéno enacbo premice p, ki gre skozi tocko 7'(0,1,2) in

je vzporedna ravnini
Im: y4+z+2=2,
in je pravokotna na premico
q: =1+t y=1—-t 2=2t, teR.

Ali je premica p vsebovana v ravnini 11?7

Resitev: Smerni vektor premice p, ki gre skozi tocko 7°(0,1,2) in je

vzporedna ravnini II je lahko vsak vektor
Up = Tli )

kjer sta 17 in T5 poljubni tocki v ravnini II. Smerni vektor premice p

torej ni enoli¢no dolocen.

Da bo premica p pravokotna na premico ¢, mora veljati
Uy, - Ug = 0.
Torej izbrati moramo dve taki tocki 77 in T5 v ravnini II, da bo veljalo

TTh - (1,-1,2) = 0.

Izberimo to vcki T7 T v ravnini II. V ta namen iz enac¢be ravnine II
izrazimo

rT=2—-y—2z,

tedaj T'(2 —y — z,y, z) lezi v ravnini II. Naj bo

T = (2,0,0)
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32.

in dolo¢imo T5(2 — y — z,y, z) tako, da bo

0 = T\ (1,-1,2)
= (2-y—-279,2)-(200)-(1,-1,2)
= (-y—2y,2)(1,-1,2)
= —y—z—y+2
= 2y+z

Torej z = 2y in
T2—-y—2y2=(2-3y92y), ycRy#0

so mozne tocke, z zahtevanimi lastnostmi. Izberimo npr. y = 1,
—
oziroma T5(—1,1,2). Tedaj v, = T1T2 = (—3,1,2) in enacba premice
pje
p: (z,y,2) =(0,1,2) +s(-3,1,2), seR
Premica p ne lezi v ravnini I1, saj tocka 7°(0, 1, 2), ki jo premica vsebuje

ne lezi v ravnini II.
Poiséi vse ravnine, ki so za dva oddaljene od ravnine

II: x4+2y—2z=1.

Resitev: Izberimo tocko T € II, npr. 7(1,0,0), in naj bo p premica,
ki gre skozi tocko T in je pravokotna na ravnino II. Naj bosta 17, 15,

ki lezita na premici p in sta za 2 oddaljeni od ravnine II.

p:(x,y,z):(l,O,O)%-t?:L,iH, t eR.
|7ir1|
Torej

. 71 54 4
=(1,0,0 2—/—— = -,=-,—=

TTl ( 0 )+ ’ﬁl_[| (3’37 3)7

5 o 1 4 4
= 1)0)0 _2—»7 = o' 979 |-

mr; = (1,0,0) 7| (3 3 3>

Ravnina IIy, ki gre skozi tocko 17 in je vzporedna ravnini II je naslednja

Iy x+2y—2z=d,

5 4 4
—+2-=-2(=-)=d
3+ 3 <3> 1,
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21
dl - ?

Torej
21
II; : m+2y—2z:?.

Ravnina IIy, ki gre skozi tocko 15 in je vzporedna ravnini II je naslednja

Iy x+2y—2z=do,

1 4 4
2= -2 =dy,
3 3 3
15
d2:—§.

15
Iy : x+2y—2z:—§,

Ravnini II; in II3 sta ravnini, ki sta za 2 oddaljeni od ravnine II.

Ti®
I
Tﬁ”
‘P
Ty
33. Dani sta premici

p r=1+t, y=1—-t, z=t teR,
q : r=1—-s, y=1+2s, 2z=2s, seR.

Poisci presecis¢e premic p in g in dolo¢i kot, ki ga premici p in ¢

oklepata.

Resitev: Dolo¢imo presecisée premic p in ¢. Izpolnjene morajo biti
enacbe
1+t=1—s, 1—t=1+2s, t=2s,

od koder sledi t = —s, t = —s = 0. Torej

pnq= {(17 0, 0)}
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Kot ¢ je ostri kot med smernima vektorjema v, in v;. Kot ¢ med

premicama zadoS¢a enakosti
vy - V- 1.—-1,1)(-1,2,2 1
cosp= [Tl _ (L -11(=1,2,2)

el V3-3 3v3'
Upostevali smo @, = (1. — 1, 1), 9, = (—1,2,2), |#,|= V3 in |7,|= 3.

34. Poisci enacbo premice p, ki gre skozi tocko T°(0, 1, 2), in je pravokotna

na premico

q: x=1+4+t, y=1—t, 2=2t, teR.

Resitev:  Is¢emo tocko 17 € ¢, da bo vektor Jﬁ pravokoten na
premico q. Vektor Iﬁ lahko vzamemo za smerni vektor premice p.
Tocka T7(1 +t,1 —t,2t) za vsak ¢t € R lezi na premici q. Dolo¢imo
Stevilo t tako,da bo

T -5, =0,

kjer je vy = (1, —1,2) smerni vektor premice g. Torej pois¢imo resitve

enacbe

0= (=1—t,t,2—2t)(1,—-1,2) = (—1—t)+t(—1)+(2—2t)2 = —1—t—t+4—4t = 3—6t,

n

1 1
Th(14+=,1—-,2=
1<+2a 27 )

1
2
p: (x,y,2) =(0,1,2) +¢ (—
35. Dani sta ravnini

II; : 10x+2y — 2z =5,
Iy : bx4+y—2z=1.

Izrac¢unaj razdaljo med njima.

Resitev: Normali ravnin sta 7y, = (10,2, —-2) in 7, = (5,1, —1).
Izberimo eno tocko 7' na ravnini II; in razdalja d(I1;,Ilz) med ravni-

nama II; in Il je enaka razdalji tocke T' do ravnine Ils. Izberimo npr.
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36.

37.

T= (%, 0, O). Izberimo $e poljubno tocko A, npr. A(1,1,5) na ravnini

Iy, tedaj je
AT ) = 'ATI;”“'
H2|
‘((%7070) - (17 175)) ) (57 1, _1)‘

= (5,1, —1)]
(=5, -L,-5) (5,1, -1 V3

V27 6

Dani sta ravnini

II; : 10x+4+2y —2z=235,
II, @ —bx—y+2z=1.

Izrac¢unaj kot med ravninama.

Resitev: Normala ravnine II; je enaka 7if;, = (10,2, —2) in normala
ravnine Ily je enaka 7y, = (—5,—1,11). Ravnini sta vzporedni, saj
velja i, = —27i, torej je kot med ravninama enak ni¢. (t. j. ostri

kot med normalama je enak nic.)

Zapisi enacbo ravnine II, ki gre skozi izhodis¢e in vsebuje vektorja
(1,0,2) in (0,2,2).

Resitev: Za normalo iskane ravnine II lahko vzamemo vsak nenicelen

veckratni vektorja
(1,0,2) x (0,2,2) = (—4,—-2,2).
Torej enacba ravnine II je
—4xr — 2y 4+ 2z =d,
kjer d dolo¢imo iz pogoja, da ravnina II vsebuje tocko (0,0,0). torej
—4-0-2-04+2-0=0=d.

Iskana ravnina je
—4x —2y+2z=0.
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38. Dani sta premici

p  x=—-1-2t, y=2+42t, z=1—-1t, teR,
r=2t, y=14t, 2z=-6-—2t.
Pokazi, da sta premici mimobezni in poi$¢i enacbo ravnine II, ki je
enako oddaljena od premic p in q.
Resitev: Oznacimo smerna vektorja premic p in ¢ z v in g;. Premici
sta mimobezni, ¢e ¥, X v, # (0,0,0). Izracunajmo
Uy X Uy = (—2,2,—-1) x (2,1,-2) = (—3,—6,—6).
Ravnina II, ki je enako oddaljena od premic p in ¢ mora biti vzporedna
obema premicama, njen normalni vektor pa je v, x ¥j.

Naj bo II, ravnina, ki vsebuje premico p in je vzporedna ravnini IIL.
Naj bo Il ravnina, ki vsebuje premico ¢ in je vzporedna ravnini IL.
Razdalja ravnine II do premice p je enaka razdalji ravnine II do ravnine
IL,. Razdalja ravnine II do premice ¢ je enaka razdalji ravnine II do

ravnine 1I,. Enacbi ravnin 11, in II; sta
I, : —3r — 6y —62=—-3(—1)—6(2) —6(1) = —12,
I, : -3z — 6y — 62 = —3(0) — 6(1) — 6(—6) = 30.

Naj bo k premica, ki gre skozi tocko (0,1, —6) in je pravokotna na
ravnino II. Naj bo T}, prese¢isce premice £ in ravnine II, in tocka T},
presecisce premice £k in ravnine II;. Velja, tocka Tj; ima koordinate
T,(0,1, —6).

Iskana ravnina II gre skozi razpolovisée S daljice Tpiq.

Poiscimo Ty (zp, Yp, 2p)-
k: xz=-3s, y=1—6s, z=-6—6s, seR
Vstavimo koordinate premice k v enacbo ravnine II,,.

3(—38) — 6(1 — 65) — 6(—6 — 6) = —12 <= 5 — _%.

@ptz) = (0.1,6)+ (g ) (=3,-6.-6)

(15 —16
- \3'3 3 )’
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Pois¢imo Se preseciscée S. Razpolovisée S daljice Tpiq ima koordinate

5 (-h-2.1).
Torej iskana enacba ravnine II, ki gre skozi tocko S in ima normalo
(_37 _67 _6) je
T 3 6y — 62z = —3 ! 6 2 6 10y _ 45
' romEs 6 6 6)" 6
I 6x 4+ 12y + 12z = 15.

/ p

'

kJ
o Vg
ls.
Vp
Vi
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6 Matrike, determinante, sistemi linearnih enacb

1. Dani sta matriki

A:[g 6 1}, B=

N

Izra¢unaj produkt matrik AB in BA ter zapisi matrike AT, BT, (AB)7,
BT AT ter B + 2AT.

Resitev: )
AB=3-146-2+1-4 :[19}.
3 6 1]
BA=1]6 12 2
12 24 4]
3 3 6 12
AT = 6], BT:[1 2 4},(AB)T: 6 12 24|,
1 1 2 4
BT AT = (AB)T,
3 1 6 | 7
B+4+2AT = |2 +2|6| = |2| + [12] = |14
1 4 2 | 6

2. Dani sta matriki

A=

S NW

1 2 3
12 1 3

Zapisi matriki AT in B” in izracunaj matrike AB, BT AT

Resitev:

1 2

320
AT:[ ],BT:21
3 3

11 1
12320 (5 4 2
BTAT:21[111]:751
3 3 12 9 3
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3-1+1-2 3-241-1+3-
AB=|2-141-2 2-241-1+2-
0-1+1-2 0-2+1-140-
3. Dana je matrika
1 -1 0
A=12 -2 0
0 0 2
Zapisi AT,
Resitev:
1 2
AT — -1 -2
0 O
0 O
4. Dana je matrika
1 2 1
12 4 —1
12 4 0
-2 -4 -1

3+1-3 5
3+1-3| = |4
3+1-3 2

-8

— ot =g
w © 5

Matriko A pretvori v zgornje stopnicasto obliko.

Resitev:

1 2 1

2 4 -1

2 4 0

-2 —4 -1

1 2

0 0

oo

00

—_ = = =

2

o o o

oS O =

0

S O O N

o O N

0

S = =

0

S N Dt

0

1. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice, od tretje

vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in ¢etrti vrstici pristejemo

dvakratnik prve vrstice.

2. korak: drugo vrstico delimo s stevilom (—3) in tretjo vrstico delimo

s Stevilom (—2).

3. korak: od cetrte vrstice odStejemo trejo vrstico in od tretje vrstice

odstejemo drugo vrstico.
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5. Dana je matrika

Matriko pretvori v zgornje stopnicasto obliko in dolo¢i rang matrike.

Resitev:
1 -3 1 0 1 1 -3 1 0
A=12 -1 1 -1 1| ~|0 -3 7 -3 1|~
4 -10 4 -1 o 3 -7 3 -1

~10 =3 7 =31
o 0 0o 0 O

1. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in od
tretje vrstice odstejemo prvo vrstico.

2. korak: tretji vrstici pristejemo drugo vrstico.

Rang matrike A je enak 2:

6. Dana je matrika

Matriko pretvori v zgornje stopnic¢asto obliko in dolo¢i rang matrike.

Resitev:

1 -2 1 =2 1 -2 1 =2
~0 -3 3 -3/ ~1|0 -3 3 -3
0 3 -3 6 0 0 0 3
1. korak: zamenjamo prvo in drugo vrstico.
2. korak: drugi vrstici pristejemo dvakratnik prve vrstice in od tretje

vrstice odstejemo prvo vrstico.
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3. korak: tretji vrstici pristejemo drugo vrstico.

Rang matrike je enak 3. Pivoti so v prvem, drugem in ¢etrtem stolpcu.

7. Dana je matrika

1 1 1 -1 2

1 1 -1 1 2
A =

3 1 1 1 6

1 -1 1 1 2

Matriko pretvori v zgornje stopnic¢asto obliko in dolo¢i rang matrike.

Resitev:
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
U T R B 0 0 -2 2 0
13 1 1 1 6 0 -2 -2 4 0
1 -1 1 1 2 0 -2 0 2 0
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
0 -2 -2 4 0 0 -1 -1 2 0
0 0 -2 2 0 0 0 -1 1 0
0 -2 0 2 0 0 -1 0 1 0
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
0 -1 -1 2 0 0 -1 -1 2 0
00 -1 1 0 00 -1 1 0
00 1 —-10 0 0 0 0 0

1. korak: od druge vrstice odstejemo prvo vrstico, od tretje vrstice
odstejemo trikratnik prve vrstice in od Cetrte vrstice odstejemo prvo
vrstico.

2. korak: zamenjamo drugo in tretjo vrstico

3. korak: od cetrte vrstice odstejemo drugo vrstico.

4. korak: ¢etrti vrstici pristejemo tretjo vrstico.

Rang matrike je enak 3. Pivoti so v prvem, drugem in tretjem stolpcu.
8. Dan je sistem linearnih enac¢b

r + y 4+ z =1
r — 2y + 3z =
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Poiséi vse resitve.

Resitev:

1 1 1] 1 11 1 |1 1 1 11
1 -2 3 | 1 1 -2 3 |1 0 -3 2 [0o]
Pri tem smo od druge vrstice odsteli prvo vrstico. Neznanko z lahko

prosto izbiramo. Sistem enacb se pretvori na sistem dveh enacb

—3y+22=0,
z+y+z=1
Od tod dobimo
2z 5z
=z, = —, = 1 — — = - —, (- R
2=z, Yy 3 x y—z 3 z
Resitve:
o o - 57
3
= 0| +t| 2], teR
| 2 | 10| | 1]
ali o - o
T -5
yl =10 +s| 2], seR
_Z_ L - -
9. Dan je sistem linearnih enacb.
—2xr1 4+ T2 + 3 =1
T — 20 + 3 =-2
T + x99 — 223 =4

Poiséi vse resitve.

Resitev: Zapisimo sistem z razsirjeno matriko sistema

-2 1 1 | 1 1 -2 1 | -2
1 -2 1 | =2|~|=2 1 1 | 1|~
1 1 -2 | 4 1 1 -2 | 4
1 -2 1 | -2 1 -2 1 | -2
~10 =3 3 | =3|~|0 -3 3 | -3
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10.

1. korak: zamenjamo prvo in drugo vrstico.
2. korak: drugi vrstici priStejemo dvakratnik prve vrstice in od tretje
vrstice odstejemo prvo vrstico.

3. korak: tretji vrstici pristejemo drugo vrstico.

Sistem ni resljiv.

Dan je sistem enacb

-r + 3y + 2z =-2
y + z =0
2r — 2y =b

Ugotovi za katera Stevila b je sistem resljiv. Za primere Stevil b, za

katere je sistem resljiv, poisci vse resitve.

Resitev:
-1 3 2| =2 -1 3 2| =2 -1 3 2 | =2
0 1 1] 0]~]0 1 1| 0 ~10 1 1 | 0
2 -2 0| b 0 4 4 | b—4 0 00 | b—4

1. korak: tretji vrstici pristejemo dvakratnik prve vrstice.

2. korak: od tretje vrstice odstejemo Stirikratnik druge vrstice.

Sistem ni resljiv, ¢e je b — 4 # 0.

V primeru b = 4 je sistem resljiv. Naj bo b = 4, pois¢imo vse resitve.
V tretjem stolpcu ni pivota in tako lahko tretjo neznanko z prosto

izbiramo. Sistem enacb je

- + 3y + 2z = -2
y + 2z = 0
od koder dobimo
y=—z,

r=2+3y+2z2=2—-=z.
Torej imamo resitev

r=2—-t, y=-t, z=t, tek

T 2—t| |2 -1
yl =1 —t 0| +t|—-1|,teR.
z t 0 1
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11. Dane so tri ravnine

II; - 2r + y + 3z =1
].__[2 . 33? + 3y — A —
I3 : r — y + Tz =-3

Posci presecisce ravnin.

Resitev: Poiskati je potrebno resitev sistema linearnih enacb.

2¢c + y + 3z = 1

3z + 3y — z = 9

r — y + Tz = -3

Pois¢imo resitve:
2 1 3 | 1 1 -1 7 | -3
3 3 -1 | 5|~13 3 -1 ] 5|~
1 -1 7 | -3 2 1 3 |
1 -1 7 | -3 1 -1 7 | -3
~10 3 —-11 | 7|~1]0 3 -—11 | 7

0o 3 -—-11 | 7 0 0 0 | 0

1. korak: od druge vrstice odstejemo trikratnik prve vrstice in od tre-
tje vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice

2. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 2.

Tretjo neznanko z lahko prosto izbiramo. Sistem enacb smo pretvorili

v naslednji enostavnejsi sistem enacb.

lx — vy + 7z = =3
3y — 11z = 7
Iz druge enacbe izrazimo neznanko y in jo vstavimo v prvo enacbo.
Dobimo
y:z—{—Ez x:—g—gzz:z z€eR
3 37 3 37 ’ '

Naj bo z = t, tedaj

27 10 11
= (-2, 20)+t(-=,=,1).
(xvyaz) <3737)+< 373,>

Presecisce ravnin je torej premica.
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12. Dan je sistem linearnih enacb.

20 + 4y — 2z =1
—xr 4+ 8y + 3z = 2
2z - z =1
Poiséi vse resitve.
Resitev:
2 4 -1 | 1 -1 8 3 | 2 -1 8 3 | 2
-1 8 3 | 2|~|[2 4 -1 | 1|~]0 20 5 | 5|~
2 0 -1 | 1 2 0 -1 | 1 16 5 | 5
-1 8 3 | 2 -1 8 3 | 2
~10 4 1 ] 1|~{0 41 |1
0 16 5 | 5 0 01 |1

1. korak: zamenjamo prvo in drugo vrstico,

2. korak: drugi vrstici pristejemo prvo vrstico in tretji vrstici pristejemo
dvakratnik prve vrstice,

3. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 5,

4. korak: od tretje vrstice odstejemo Stirikratnik druge vrstice.

Sistem smo pretvorili v naslednji sistem enacb.

- + 8y + 3z = 2
v + 2z =1
z =1

Sistem je torej enoli¢no resljiv. Resitev je (z,y,2) = (1,0,1).

13. Dan je sistem linearnih enacb.

1 4+ w2 + w3 — wy = 2
1 4+ w2 — w3 + wy = 2
31 + 22 + 23 + x4 = 6
r1 — w2 + w3 + @my = 2
Poisci vse resitve.
Resitev:
11 1 -1 | 2 1 1 1 -1 | 2
1 11 |2/ Joo -2 2 ]o0
31 1 1 |6 |o-2 -2 4 o
1 -1 1 1 | 2 0 -2 0 0
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11 1 -1 ]2 111 -1 2
0 -2 2 4 [ o o -1 -1 2 |o
“looo —2 2 j0o o o -1 1 |ol”
02 0 2 |o |o-1 0o 1 |o0
11 1 -1 ]2 [t 1 o1 -1 2
0 -1 -1 2 | o o -1 -1 2 |o
oo -1 1 0o oo -1 1 |o
00 1 -1]0 oo o oo

1. korak: od druge vrstice odstejemo prvo vrstico, od tretje vrstice
odstejemo trikratnik prve vrstice in od cetrte vrstice odstejemo prvo
vrstico.

2. korak: zamenjamo drugo in tretjo vrstico

3. korak: od cetrte vrstice odstejemo drugo vrstico.

4. korak: cetrti vrstici pristejemo tretjo vrstico.

Sistem smo prevedli v naslednji sistem enacb.

1 + x + x3 — x4 = 2
—r9 — w3 + 2x4 = 0
—x3 + x4 = 0

Cetrto neznanko x4 lahko prosto izbiramo.
T3 =1x4, Xo2=—T3+2x4, T1=2—To— T3+ T4
Pisimo x4 = t. Torej imamo resitev:

($1,$2,l’3,l’4) = (2,0,0,0) + t(—l, 1,1, 1), t € R.

14. Dan je sistem linearnih enacb.

r + 2y + z = 5
2 + 4y — z =
2r + 4y = 6
-2z — 4y — z = -8

Poisci vse resitve.

Resitev:
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1 2 1 | 5] [1t2 1] 5
2 4 -1 | 4 00 -3 | —6
o 4 0 | 6| Joo —2 | 4"
—2 —4 -1 | -8 00 1 | 2
1215 [121]5
001 ] 2 001 | 2
“loo 12 |ooo | o0
00112 [000]0

1. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice, od tretje
vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in ¢etrti vrstici pristejemo
dvakratnik prve vrstice.

2. korak: drugo vrstico delimoi s stevilom (—3) in tretjo vrstico delimo
s Stevilom (—2).

3. korak: od 4. vrstice odstejemo trejo vrstico in od tretje vrstice

odstejemo drugo vrstico.

Sistem enacb smo prevedli v ekvivalenten sistem enacb:

r + 29+ z =

z

Drugo neznanko lahko prosto izbiramo. Torej
2227 Y=y, 5625*21/7 yER)

oziroma
(x,y,2) = (3,0,2) +t(—2,1,0), teR.

15. Dan je sistem linearnih enacb.

201 — x9 4+ 3x3 — 2x4 = 0
1 + x99 4+ 2x3 — 2x4 = 0
T + 2x3 — 3x4 = 0

Poiséi vse resitve.
Resitev: Sistem linearnih enacb je homogen. Ena reSitev je trivialna

reSitev. Poglejmo ali obstaja Se kakSna netrivialna resitev.
2 -1 3 =2 |0 1 1 2 =210
1 1 2 =2 | 0]~1]2 -1 3 =2 | 0|~
1 0 2 =310 1 0 2 =3 1] 0
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1 1 2 =210 11 2 =210

~10 -3 -1 2 | 0|~|0 -1 0 -1 ] Of|~1]0 -1 0 -1
0O -1 0 -1 1] 0 0 -3 -1 2 | 0

1. korak: zamenjamo prvo in drugo vrstico,

2. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in od

tretje vrstice odstejemo prvo vrstico,

3. korak: od tretje vrstice odstejemo trikratnik druge vrstice.

Cetrto spremenljivko x4 lahko prosto izbiramo. Sistem enacb smo

prevedli v naslednji sistem enacb:

1 + x9 + 23 — 224 = 0
- T2 - T4 =
—x3 + bxy = 0.

Pisimo x4 = t. Torej

T3 = dx4 = 5t,
Ty = —T4 = —1,
T, =2x4 — 213 —x9 =2t — 10t + ¢t = —Tt.
Resitev je

(x1,22,23,24) = (0,0,0,0) +t(-7,-1,5,1), teR.

16. Dana je matrika

11 2 -2
A=10 1 0 1
0 01 -5

Pretvori matriko A v vrstiéno kanoni¢no formo.
Resitev:

-2 1 10 10
0 1|~j01 0 1]~1]01
1 =5 0 01 00

1
0
0 -5

S =

1. korak: od prve vrstice odstejemo dvakratnik tretje vrstice, 2. korak:

od prve vrstice odstejemo drugo vrstico.
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17. Dana je matrika

Pretvori matriko v vrstiéno kanoni¢no formo.

Resitev:
3 2 -1 7 -6 1 -1 7 -6
A= -1 10| ~ 3 -1 10| ~1]0 6 —22 28
1 -1 7 -6 2 1 3 2 0 3 —-11 14
1 -1 7 -6 1 -1 7 —6]
~10 3 —11 14|~|0 3 =11 14|~
0 3 —-11 14 00 0 0]
10 77
-1 7 -6 1o ¥ -I
11 14 11 14
~0 -3 3~ -5 3
0O 0 0 00 0 0]

1. korak: zamenjamo prvo in drugo vrstico,

2. korak: od druge vrstice odstejemo trikratnik prve vrstice, od tretje
vrstice odstejemo dvakartnik prve vrstice,

3. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 2.

4. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 3,

5. korak: prvi vrstici pristejemo drugo vrstico.

18. Dana je matrika

-1 1 2
A=|13 -1 1
-1 3 4

Resitev:
-1 1 2 \ 1 00 -1 1 2 | 1 00
3 -1 1 \ 01 0|~0 2 7 | 3 1 0f ~
-1 3 4 \ 0 0 1 0o 2 2 | -1 0 1
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11 2 | 1 0 0 11210 0
~l0 2 7 1 3 1 0/~|0 27|31 0|~

4 1 1
0 0 -5 | —4 -1 1 0 01 | 41 -1
112110 0 1121 0 0
13 2 7
~lo 27|31 0]~ 2 0 | -8 2 I|~
4 1 1 4 1 1
0 01 ] 35 5 -5 001 ] 5 5§ -5
S0 3 2] [ g
13 2 7 13 2 7
~10 20 =% =5 5|~|0 10| -F % 1w
4 1 1 4 1 1
[0 01| 5 5 -3 001 ] 5 § -5
B 7 1 3 7 1 3
100 | & -1 -3 100 | —% 1 3
13 2 7 13 2 7
~10 10 - 5 5w |[~|0 0] % —w% o1
4 1 1 4 1 1
L0 0L ] 5 5 -3 001 5 35 3

19.

1. korak: drugi vrstici pristejemo trikratnik prve vrstice, od tretje
vrstice odstejemo prvo vrstico,

. korak:
. korak:
. korak:
. korak:

od tretje vrstice odstejemo drugo vrstico,
tretjo vrstico delimo s stevilom (—5),
od druge vrstice odstejemo sedem kratnik tretje vrstice,

od prve vrstice odstejemo dvakratnik tretje vrstice,

0 N U A W N

korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 2,
korak: od prve vrstice odstejemo drugo vrstico,
korak: prvo vrstico pomnozimo s Stevilom (—1).
IR T2 8
A*1:%§’ 2 5 =10 —-13 -2 7
A
Dana je matrika
2 1 3
A=13 3 -1
1 -1 7

S pomocvjo Gaussovega postopka ugotovi, ali obstaja inverzna matrika
A71?

Resitev:
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1 -1 7 |00 1 1 -1 7 0 0 1
~0 6 -2 ] 01 -3~|0 3 —-11 | 0 5 -3
0 3 —-11 | 1 0 -2 oo o 1| -3 -2

1. korak: zamenjamo prvo in tretjo vrstic.

2. korak: od tretje vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in od
druge vrstice odstjemo trikratnik prve vrstice.

3. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 2.

4. korak: od tretje vrstice odstejemo drugo vrstico.

Ker je na levi strani na diagonali ni¢la, inverzna matrika A~! ne ob-

staja.

20. Dana je matrika

A:

_= N O
o W =
— o N

Pois¢i matriko X, ki resi naslednjo matri¢no enac¢bo

AX —2X =A+1.

Resitev:

Da bi lahko na desni strani izpostavili matriko X, zapiSemo matri¢no

enacbo v obliki
AX —2IX =A+1,

(A-2I)X=A+1,
pomnozimo z leve z matriko (A — 2I)~! in dobimo
(A—20) Y (A-2D)X = (A-21)" YA +1),

X=(A-2D"YA+1).

01 2 1 00 1 1 2

A+I=12 3 4|+ |0 1 0| =12 4 4

1 01 0 0 1 0 2
01 2 0 0 2 12 0 0 -2 1 2
A-2I= |2 3 4|-2 1 0/=12 3 4/—-10 2 0|=(2 1 4
1 01 0 1 01 0 0 2 1 0 -1
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Poiééimo matriko (A — 21)71.

-2 1 2 |10 0 1 0 -11]001
2 1 4 |0 1 0f~|2 1 4 ] 010~
1 0 -1 ] 0 o1 21 2 | 100
10 -1 00 1 10 -11]0 0 1
~001 6 |01 =2|~01 6 |0 1 -2~
01 |10 2 0 -6 | 1 -1 4
10 -1 0 0 1 100 | —% & 2
~01 6 | 0 1 —2[~010]| 1 0 2

1 1 _ 4 1 1 _ 4
00 1 | -§ 5 —% 001 ] -5 5 —%

1. korak: zamenjali smo prvo in tretjo vrstico,

2. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in tretji
vrstici pristejemo dvakratnik prve vrstice,

3. korak: od tretje vrstice odstejemo drugo vrstico,

4. korak: od druge vrstice odstejemosetkratnik tretje vrstice in prvi
vrstici smo pristeli tretjo vrstico,

5. korak: tretjo vrstico smo delili s §tevilm (—6).

45 8] [
A-2D'=11 0 2|==-16 0 12|,
S B S
L2 [1 1 2 i1
X=g|6 0 121244 =/3 1 6
-1 1 —4|[1 0 2 3 3 -1
Determinante: Determinanto D zapiSemo
aip a2 -+ Qln
D= az;p a2 -+ A2n
Gl Gny - Gmp

V primeru, ko n =1, velja D = a;;. Naj bon > 1 in pisSimo

kij = (=1)" Dy,
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kjer je D;; poddeterminanta reda (n — 1) x (n — 1), ki jo dobimo
tako, da v determinanti precrtamo i-to vrstico in j-ti stolpec. Naj bo
1 <4 < n. Determinanto D izra¢unamo z razvojem po ¢-ti vrstici na

naslednji nacin
n . .
D =Y ai(-1)" Dy = ajjki.
j=1

Naj bo 1 < 57 < n. Determinanto D izracunamo z razvojem po j-tem

stolpcu na naslednji na¢in
n

D => aij(-1)"" Dij = ajjki;.
i=1

Determinanto lahko ra¢unamo tudi s pomo¢jo Gaussovega postopka.
Velja: Ce v matriki veckratnik kake vrstice pristejemo k drugi vrstici,
se determninanta matrike ne spremeni. Ce zamenjamo dve vrstici, se
determninanta pomnozi z (—1). Ce kako vrstico matrike A delimo

(mnozimo) s Stevilom A , se determinanta matrike A deli (mnozi) z A.

21. S pomocjo Gaussovega postopka izracunaj naslednje determinante.

(a)

1 -1 7
0 6 8
1 —1 2
(b)
4 -2 6
11
1 0
()
13
3 -1
1 -1 7

Resitev:

(a)
1 -1 7 1 -1 7
0 6 8/=2/0 3 4=
1 —1 2 1 —1 2
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1 -1 7
=20 3 4 |=2(3)(=5) = —30.
0 0 -5

1. korak: v drugi vrstici izpostavimo Stevilo 2

2. korak: od tretje vrstice odstejemo prvo vrstico

(b)

4 -2 6 2 -1 3 1 1 2
1 1 2/=201 1 2/=-2]2 -1 3|=
1 0 2 1 0 2 1 0 2
1 1 2 1 1 2
=-2/0 =3 —-1|=2/0 -1 0=
0 -1 0 0 -3 —1
1 1 2 11 2
=-2(0 1 0]|=-2/0 1 0|=(-2M)A)(-1)=2
0 -3 -1 00 —1
(c)
3 1 -1 7 1 -1 7
3 —-1=-13 3 —1l=—l0 6 -22 =
1 -1 7 2 1 3 0 3 —11
1 -1 7 1 -1 7
=20 3 -—11|=-2|0 3 —11|=(-2)1(3)(0) =0.
0 3 -—11 0 0 0

1. korak: zamenjamo prvo in tretjo vrstico
2. korak: od tretje vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in
od druge vrstice odstejemo trikratnik prve vrstice

3. korak: od tretje vrstice odstejemo drugo vrstico

22. Dana je matrika

-2 3
A=10 4 1
1 2 1

Izracunaj det A z

(a) razvojem po prvi vrstici.

(b) razvojem po 2. vrstici.
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(¢) razvojem po 3. stolpcu.

Resitev:
(a)
4 1 0 1 0 4
detA =1 —(=2 +3 =(4-1-2-1)+2(-1)+3(—4) = —12.
21()1112‘< F+2(-1+3(—4)
(b)
-2 3 1 3 |1 -2
detA=0 +4 - =4(1-1-1-3)—(1-2—1-(-2)+(1-4—0) = —12.
2 1 1 1] |1 2
(c)
0 4| |1 -2| |1 -2
det A =3 — =3(0—4)—(2—(—=2))+(4-0) = —12.
Dol Sl = 30-n—e-(2)+a-0)
23. Dana je matrika
(3 —2 -3
A=10 -1 -2
-1 2 3

Izracunaj det A in inverzno matriko s pomoc¢jo poddeterminant.

Resitev:

3 -2 -3
detA=]0 -1 —2/=3
-1 2 3
=3((=1)3 = 2(=2)) + (=1)((=2)(=2) = (=3)(-1)) =
=3(-3+4)+(-1)4—-3)=3-1=2.

Pisimo k;; = (—1)"" Dy, kjer je D;; determinanta matrike, ki jo do-
bimo tako, da v matriki pre¢rtamo i-to vrstico in j-ti stolpec.

T
k11 k12 ki3

ka1 koo kos

k31 k3o ks3

-1 _ 1
det A
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24.

T
-1 1 0 1
1
AT = 5 0 6 —4| = 2 6 6
-3 -1 -4 -3
Upostevali smo
-1 -2 1 0 -2 9 0 -1
m = g N m = = — N m =
11 3 12 1 _3 13 1 9
-2 -3 3 -3 3 -2
mo1 = =0, moy = =06, moz= =4,
21 9 3 22 1 3 23 1 9
-2 -3 1 3 =3 6 3 =2
m, = =1, m — = —0, m o — _
31 1 _9 32 0 —92 33 0 —1

Dani so vektorji 77 = (1,2,1), (0,2,3) in (1,5, —1). Ali so vektorji 77,
U5 in U3 linearno neodvisni?

Resitev:

1. nagin: Vektorji ¢, ¥2 in 93 so linearno neodvisni, ¢e je

1

5| #0.

1
2
1 -1

w N O

Izra¢unajmo determinanto s pomocjo razvoja po 1. vrstici.

10
2 5 2 2
2 2 = = (—2-15)+ (6 —2) = —13
3 -1 1 3
1 3 -1
2. nacin: Vektorji ¢, 75 in U3 so linearno neodvisni, ¢e ima homogen
sistem
T + z =0
2t + 2y 4+ 5z =0
z + 3y — z =0

samo trivialno resitev, to je, (0,0,0) je edina resitev sistem. To pre-

verimo z Gaussovo metodo

1 0 1 0 10 1 0
22 5 0/~[02 3 0/~01 32 o0
13 -1 0 03 -2 0 00 - o

v
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1. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in od
tretje vrstice odstejemo prvo vrstico,
2. korak: drugo vrstico delimo s Stevilom 2,

3. korak: od tretje vrstice odstejemo trikratnik druge vrstice.
Sistem ima rang 3 (so trije pivoti) in ima sistem enolicno resitev

(0,0,0).

25. Dani so vektorji o1 = (1,2,1), ¥2 = (0,2,3) in ¥5 = (1,5,1). Izrazi

vektor v = (1,1, 1) kot linearno kombinacijo vektorjev 07, U2 in U3, to

Qv + PUs + yU3 = 7.

Resitev:

Stevila «, 8 in 7 so reSitve sistema

10 1] (= 1

2 2 5| |yl =1L

1 3 -1 |2 1
10 1 0 10 1 0 10 1 1 10 1
22 5 1|~[02 3 —-1f~]01 3 —3|~|01 3
13 -11 03 -2 0 03 -2 0 00 -4

Pivoti so trije in zato imamo enoli¢no resitev. Sistem smo prevedli v

ekvivalenten sistem.

x + =z =1
y + 57 =3
_ 13 _3
2 3
Resitev je
3 5 4 16
= = — o = —
RS 26 13
Torej
16 . 4 R
—q — Uy — —U3 =7
3' 72 % 13°

Izrac¢unaj determinanto

0 -1 -1
2 3 0 2
1 2 0

\S][9V)
N[ —



6 MATRIKE, DETERMINANTE, SISTEMI LINEARNIH ENACB 102

Resitev:
Najprej bomo poenostavili determinano, npr. v prvi vrstici bomo s

pristevanjem drugih vrstic poskusali napravit ¢im ve¢ nicel.

0 -1 -1 1 0 0 O

3 2 4
2 3 0 2 2 3 2 4
1 2 0 3 1 5
1 -1 -1
21 1 1 2 1 -1 -1
35 7 . .
=11 6 4= =5.-4-6-7=-22.
6 4
100

1. korak: tretjemu stolpcu pristejemo prvo vrstico in ¢etrtemu stolpcu
pristejemo prvi stolpec,

2. korak: determinanto smo razvili po prvi vrstici,

3. korak: drugemu stolpcu pristejemo prvi stolpec in tretjemu stolpcu
pristejemo prvi stolpec,

4. korak: determinanto smo razvili po tretji vrstici.

26. Dana je matrika

w = O
=N NN O
= = O O
w O o O

Izracunaj determinanto matrike A.

Resitev: Matrika je spodnje trikotna in je zato det A enaka produktu

diagonalnih ¢lenov.

detA=1-2-1-3=6.
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7 Lastne vrednosti in lastni vektorji

1. Dana je matrika

-2 2 =3
A= 2 1 -6
-1 -2 0

Poisci lasnte vrednosti in lastne vektorje matrike A.
2. Stevilo \ je lastna vrednost matrike A, ce je det(A — \I) = 0.

—-2-A 2 -3
A—N = 2 1-X —6

Izracunajmo det(A — AI).

—2-X 2 -3 -1 —2 - 1 2 A
2 1-X —6|=(-1)] 2  1-X —6|=(-1(-1)| 2 1-x —6/=
—1 —2 - —2-X 2 -3 —2-\ 2 -3
1 2 A

-3-X  —6-2X

=0 -3—-)\ —6-2)\ |= =
6+2\ A2 4+2\—3

0 642\ A2 +2)2-3
= (=3 =N\ +2)\—3) — (6+2)\)(—6 — 2)\) =
=N =X+ 21N+ 45=0.
—A=5)(A+3)?=0.
Lastne vrednosti so A = 5 veckratnosti 1 in A = —3 veckratnosti 2.
Poiséimo lastne vektorje, ki pripadajo lastni vrednosti A = 5. t. j.

vektorje ¥ # (0,0,0), da velja (A — 5I)7 = (0,0,0). vecv = (x,y, z).

Resujemo sistem linearnih enach

—-2-5 2 -3 0 -7 2 =30 12 5 0
A-b5I = 2 1-5 -6 0|=(2 —4 —6 0|~]2 —4 —6 0|~
-1 -2 -5 0 -1 -2 -5 0 -7 2 =30
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1 2 5 0 12 5 0 1250
~0 -8 =16 0| ~ |0 -1 -2 O~ (0 1 2 O
0 16 32 0 0o 1 2 0 0 00O

1. korak: tretjo vrstico pomonozimo z (—1) in nato zamenjamo tretjo
in prvo vrstico.

2. korak: od druge vrstice odstejemo dvakratnik prve vrstice in tretji
vrstici pristejemo sedemkratnik prve vrstice.

3. korak: drugo vrstico delimo s stevilom 8 in tretjo vrstico delimo s

Stevilom 16.

Sistem enacb smo prevedli v ekvivalenten sistem enacb

r + 2y + 5z =0
y + 2z =0.

Tretjo neznanko z lahko izberemo poljubno.
2=z, y=-2z, x=—t, tnR.
C pisemo z = t, lahko resitev zapisemo
(r,y,2) = (—t,—2t,t) =t(—-1,-2,1), teR.
Lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti A = 5 torej so

(t(~1,-2,1), teR, t#0}

Pois¢imo Se lastne vektorje, ki pripadajo lastni vrednosti A\ = —3.

U = (z,v, 2z) je lastni vektor, ¢e velja

Resimo ta sistem enacb.

—2+3 2 -3 0 1 2 =30 12 3 0
2 1+3 -6 0/l=|2 4 -6 0[~]0 0 0 O
-1 -2 0+3 0 -1 -2 3 0 0 00O

Tretji vrstici smo pristeli prvo vrstico in od druge vrstice smo odsteli

dvakratnik prve vrstice.
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Neznanki y in z lahko prosto izbiramo. PiSimo y = s in z = ¢t. Teda]
je resitev

y=s, ,z=1t, x=-2543t, s,teR,
oziroma reSitve sistema so

(z,y,2) = (3t — 2s,s,t), s,t€R.
Lastni vektroji, ki pripadajo lastni vrednosti A = —3 so
{0=(3t—2s,s,t), s, teR,T#(0,0,0)}=
={t(3,0,1) + s(—2,1,0), s, t € R, nistaobahkratienaka0}.

Ta mnozica ima dimenzijo 2, v njej lahko izberemo dva linearno neod-

visna vektorja, npr. vektorja v; = (3,0,1) in vo = (=2, 1,0).

3. Dana je matrika
00 3

A=10 2 0
3 00

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

Resitev:
08 2-X 0 02—
det(A—X)=|0 2—-X 0|=-A )\—|—33 =
3 0 -
=—ME2=N(=A) +3(=3(2-1)) =
=M =92-N)=ON=-3)A+3)(2-N).
Lastne vrednosti torej so A = 2, A = 3 in A\ = —3. Pois¢imo lastne

vektorje za lastno vrednost A = 2: V tem primeru reSujemo sistem

T 0
(A=2I) |y| = |0},
z 0
-2 0 3 T
0O 0 O = |0
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-2 0 3 0 10 -30 10 -30
0 0 0 0| ~|0 0 0 0ol ~|0 0 0 0
3.0 -20 30 -20 00 2 0

1. korak: prvo vrstico delimo s Stevilom (—2).

2. korak: od tretje vrstice odstejemo trikratnik prve vrstice.

Drugo neznanko y lahko prosto izbiramo. Sistem enacb smo preobli-

kovali v ekvivalenten sistem

S
|
[a)

€ —

oot N
I

Il

e

Resitev sistem je
3
z=0, y=uy, x:§z:0, y € R.
Pisimo y = t, tedaj resitev zapiSemo
(z,y,2z) = (0,¢,0) =¢(0,1,0), teR.
Lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti A = 2 torej so
{t(0,1,0), teR,t+#0}.

Ta mnozica ima dimenzijo enako 1. PoiS¢imo lastni vektor, ki pripada

lastni vrednosti A = 3.

0
(A—3I) =|0],
| 0
-3 0 E:
0 0 0 |y|l=10
3 0 -3 |z
-3 0 3 0 -3 0 30
0 -1 0 0|l~|0 =100
3 0 -30 0O 0 00

Tretji vrstici priStejemo prvo vrstico.

Tretjo neznanko z lahko prosto izbiramo.
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Sistem enacb smo preoblikovali v ekvivalenten sistem

-3z + 3z =0

Resitev sistem je

Pisimo z = t, tedaj reSitev zapiSemo
(z,y,z) = (t,0,t) = t(1,0,1), teR.
Lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti A = 3 torej so
{t(1,0,1), teR,t#0}.

Ta mnozica ima dimenzijo enako 1.

Pois¢imo lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A = —3.

T

0
0

3| |z 0
50y0].
3| |z 0
3 0 3 0 3 0 3 0
0 50 0]~|0 5 00
3 0 3 0 00 0O

Od tretje vrstice smo odsteli prvo vrstico.
Tretjo neznanko z lahko prosto izbiramo.

Sistem enacb smo preoblikovali v ekvivalenten sistem

3x + 3z =0

Resitev sistem je
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Pisimo z = t, tedaj reSitev zapisemo
(x,y,2) = (—t,0,t) =t(—-1,0,1), teR.
Lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti A = 3 torej so
{t(1,0,1), teR,t+#0}.

Ta mnozica ima dimenzijo enako 1.

b

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje.

4. Dana je matrika

Resitev:

-2 1
0

Torej A = 0 je lastna vrednost veckratnosti 2.

det(A — \I) = = \2

Pois¢imo lastne vektorje,, t. j. resimo sistem

a-onlo o 1= [

01 0 00 0
000 01 0]

Zamenjali smo prvo in drugo vrstico.

Prvo neznanko z lahko prosto izbiramo. Sistem smo poenostavili v
ekvivalenten sistem:
y=0.
Torej resitev sistem je
(z,y) = (x,0), xe€R.

Pisimo x = ¢, tedaj iamamo resitev

(z,y) = t(1,0),t € R.
Lastni vektorji so

{t(1,0),t € R,t # 0}.

Mnozica lastnih vektorjev ima dimenzijo 1, torej nimamo dveh linearno

neodvisnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti A = 0.
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